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6.1.1 Vernachlässigung der Winkelverteilung . . . . . . . . . . . . . 60
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Einleitung

Der experimentelle Nachweis von Neutrinos gelang erstmals 1956 durch Reines und
Cowan [1] und bestätigte damit die vorausgegangenen Überlegungen von Pauli, der
ihre Existenz bereits 1930 postulierte [2]. Trotz oder gerade wegen der extrem schwa-
chen Interaktion von Neutrinos mit Materie sehen sich Physiker seither großen theo-
retischen wie experimentellen Herausforderungen in der Neutrinophysik gegenüber-
gestellt.

Im Standardmodell der Teilchenphysik sind die Neutrinos seit den 1960er Jahren
als masselose Leptonen berücksichtigt. Doch die u. a. im Super-Kamiokande Experi-
ment bestätigte Existenz der Neutrinooszillation [3] setzt eine von Null verschiedene
Neutrinomasse voraus und bietet damit einen ersten Einblick in die Physik jenseits
des Standardmodells.

Nach bisherigen Experimenten zur direkten Bestimmung der Neutrinomasse kann
durch die kinematische Untersuchung von Elektronen aus dem Tritiumbetazerfall
eine aktuelle Obergrenze von mνe < 2,05 eV/c2 (95 % C.L.) für die Masse des Elek-
tron-Antineutrinos angegeben werden [4]. Kap. 1 gibt einen Überblick zur geschicht-
lichen Entwicklung und dem heutigen Stand der Neutrinophysik.

Das in Kap. 2 vorgestellte KArlsruhe TRItium Neutrino (KATRIN) Experi-
ment basiert ebenfalls auf dem Tritiumbetazerfall und befindet sich derzeit im Auf-
bau am Karlsruher Institut für Technologie (KIT). Es wird in der Lage sein, die
Masse des Elektron-Antineutrinos mit einer bisher unerreichten Sensitivität von
mν ≤ 200 meV/c2 [5] zu bestimmen und ist damit um eine Größenordnung ge-
nauer als die bisherigen Experimente. Zum Erreichen dieser Zielsetzung ist eine
sehr präzise Vermessung des β-Spektrums entscheidend. Unsicherheiten einzelner
Parameter des Experiments müssen auf ein Minimum reduziert werden, sodass eine
zuverlässige Analyse der Messergebnisse stattfinden kann. Bereits vor Beginn der
Hauptmessungen werden dazu Simulationen durchgeführt, die im Hinblick auf die
Neutrinomassenbestimmung detaillierte Auskunft über den Einfluss wichtiger Effek-
te geben. Simulationsmethoden, die im Rahmen dieser Arbeit zum Einsatz kommen,
werden in Kap. 3 vorgestellt und in den folgenden Kapiteln angewendet.

Dass beim KATRIN-Experiment sehr genaue Berechnungen des β-Spektrums erfor-
derlich sind, wird in Kap. 4 deutlich, wenn nach einer umfassenden Beschreibung
des Transmissionsverhaltens der Elektronen verschiedene Näherungen bei der Be-
rechnung des resultierenden Spektrums untersucht werden.

Im Experiment führen elastische und inelastische Streuprozesse zwischen den nach-
zuweisenden β-Elektronen und Tritiummolekülen der gasförmigen Quelle zu Ener-
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gieverlusten, die bei der Analyse berücksichtigt werden müssen. In diesem Zusam-
menhang erfolgt bereits vor Beginn der eigentlichen Neutrinomassen-Messungen eine
experimentelle Bestimmung der sogenannten Energieverlustfunktion. Die damit ein-
hergehenden Unsicherheiten haben einen maßgeblichen systematischen Einfluss auf
die Sensitivität des KATRIN-Experiments. Mit der Entfaltung der Energieverlust-
funktion wurde in [6, 7] bereits eine mögliche Bestimmungsmethode untersucht. Sie
beruht auf der genauen Kenntnis von Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Streupro-
zesse in der Tritiumquelle stattfinden.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Entwicklung, Anwendung und Untersuchung
einer alternativen Methode (Extraktion der Energieverlustfunktion), durch welche
die Energieverlustfunktion ohne detaillierte Vorkenntnisse der Streuprozesse expe-
rimentell bestimmt werden kann. In Kap. 5 wird zunächst die dafür erforderliche
Messung unter Berücksichtigung von Streuprozessen simuliert. Anschließend wird
die Extraktion der Energieverlustfunktion in Kap. 6 vorgestellt und erläutert. In
einem letzten Schritt werden dann die damit verbundenen Unsicherheiten bei der
Neutrinomassenbestimmung für unterschiedliche Rahmenbedingungen untersucht.



1. Neutrinophysik

Dieses Kapitel gibt zur physikalischen Motivation des KATRIN-Experiments einen
kurzen Einblick in die Entwicklung und den aktuellen Stand der Neutrinophysik. Ab-
schnitt 1.1 befasst sich zunächst mit der historischen Etablierung der Neutrinos als
Elementarteilchen und liefert anschließend eine Zusammenfassung ihrer wichtigsten
physikalischen Eigenschaften. Im Zusammenhang mit der Neutrinooszillation wird
daraufhin der Fokus in Abschnitt 1.2 auf die Neutrinomasse gelegt, deren Bestim-
mung in Abschnitt 1.3 thematisiert wird.

1.1 Geschichtliche Entwicklung der

Neutrinophysik

W. Pauli postulierte 1930 die Existenz des Neutrinos. Schriftlich wurde es erstmals
in seinem berühmten Brief an seine Arbeitskollegen erwähnt (

”
Sehr geehrte radio-

aktive Damen und Herren...“ [2]) und darin noch als Neutron1 bezeichnet. Nachdem
sowohl beim α-Zerfall als auch beim γ-Zerfall diskrete Linienspekten beobachtet
werden konnten, gab es für das kontinuierliche Energiespektrum des erstmals 1911
von L. Meitner und 1914 von O. Hahn beobachteten β-Zerfalls keine Erklärung. Die
Energie- und Impulserhaltungen waren augenscheinlich verletzt, was die Wissen-
schaftler vor große Rätsel stellte. Pauli löste dieses Problem durch die theoretische
Einführung eines neuen, bis dahin nicht nachgewiesenen Teilchens: dem Neutrino ν
bzw. Antineutrino ν . Dieses sollte nach Pauli beim β-Zerfall eines Neutrons in ein
Proton und ein Elektron als drittes Teilchen partizipieren:

n→ p+ e− + νe . (1.1)

Durch Emission des Neutrinos unter verschiedenen Winkeln und mit unterschied-
lichen Energien war nun der Ausgleich der Energie- und Impulsbilanzen möglich,

1Erst nachdem J. Chadwick 1932 das heute als Neutron bekannte Teilchen entdeckte, erfolgte
die Umbenennung in Neutrino.
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sodass dieses etablierte Konzept der Erhaltungssätze beibehalten werden konnte.
Außerdem leuchtete nun ein, warum ein Atomkern beim β-Zerfall eine ganzzahlige
Spinänderung erfährt, während durch das Elektron lediglich der Spin 1

2
davongetra-

gen wird. Das Neutrino sollte deshalb ebenfalls den Spin 1
2

besitzen. Der experimen-
telle Nachweis des Neutrinos gelang jedoch erst 26 Jahre nach Paulis Postulat durch
F. Reines und C. L. Cowan: Mit Kernreaktoren als starke Neutrinoquellen konnten
sie 1956 erstmals den inversen β-Zerfall

p+ νe → n+ e+ (1.2)

und damit das benötigte Elektron-Antineutrino nachweisen. Dabei wechselwirkten
die Antineutrinos aus den Spaltprodukten des Reaktors mit den Protonen von CdCl
(Cadmiumchlorid) in wässriger Lösung. Es entstanden bei jedem inversen β-Zerfall
jeweils ein Neutron und ein Position. Während die Annihilation des Positrons unver-
züglich zur Entstehung zweier γ-Quanten führte, wurde das Neutron zunächst durch
einen Cadmiumkern eingefangen. Der dadurch angeregte Kern emittierte beim Rück-
fall in seinen Grundzustand ebenfalls γ-Strahlung. Die beiden γ-Signale konnten
zeitversetzt detektiert werden und führten letztendlich zum Nachweis des Neutrinos
([1]).

Wenige Jahre später gelang der Nachweis eines weiteren Teilchens: des Myon-Neu-
trinos νµ (Teilchen und Antiteilchen seien in dieser Notation zusammengefasst).
Lederman, Schwartz und Steinberger zeigten 1962, dass die aus den Reaktionen

π± → µ± + νµ K± → µ± + νµ (1.3)

enstandenen Neutrinos bei anschließender Wechselwirkung mit Materie lediglich zur
Produktion von Myonen führten und nicht zu Elektronen wie beim inversen β-Zerfall
[8]. Deshalb konnten diese Neutrinos keine Elektron-Neutrinos sein. Das Myon-Neu-
trino war damit entdeckt und reihte sich in das gerade in Entwicklung befindliche
StandardModell (SM) der Teilchenphysik ein.

Am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) gelang 1975 schließlich der Nachweis
des dritten elektrisch geladenen Leptons: des Tauons. Infolgedessen gab es wenig
Zweifel daran, dass auch ein weiteres Neutrino, das Tauon-Neutrino µτ , existieren
musste. Der Nachweis dieses Neutrinos konnte erst im Jahr 2000 durch das DONUT-
Experiment ([9]) verkündet werden.

Im SM bilden die elektrisch neutralen Neutrinos zusammen mit den elektrisch gela-
denen Elektronen, Myonen und Tauonen drei Leptonenpaare (e, νe), (µ, νµ), (τ, ντ )
jeweils eines Flavours (zuzüglich der jeweiligen Antiteilchen). Sie nehmen im Gegen-
satz zu den Quarks und den elektrisch geladenen Leptonen lediglich an der schwa-
chen Wechselwirkung teil und können deshalb die Materie kompletter Planeten in
den meisten Fällen ungehindert durchqueren. Deshalb gelingt ein Nachweis in Ex-
perimenten nur unter großem Aufwand und mit entsprechend starken Neutrinoquel-
len. Im SM werden die Neutrinos als masselos angenommen, was gleichermaßen die
Grenzen dieses Modells aufzeigt, da Neutrinos massebehaftet sind.
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1.2 Neutrinooszillation

Fusionsreaktionen in der Sonne führen zu einer großen Anzahl emittierter Elektron-
Neutrinos, die man auf der Erde nachweisen kann. Das Standardmodell der Sonne
liefert in diesem Zusammenhang einen Wert für die zu erwartende Anzahl an Neu-
trinos, welche allerdings nur zu etwa einem Drittel nachgewiesen werden konnte.
Da die theoretische Berechnung des Neutrinoflusses anderweitig verifiziert werden
konnte, führten die fehlenden Neutrinos zum sogenannten solaren Neutrinoproblem.
Mit dem SNO-Experiment [10], welches sensitiv auf alle Flavoureigenzustände war,
konnte der korrekt berechnete Gesamtfluss der solaren Neutrinos bestätigt werden.

Ein Lösungsvorschlag war der zunächst nur hypothetische Übergang der Elektron-
Neutrinos in andere Flavoureigenzustände, sodass auf der Erde weniger Elektron-
Neutrinos ankommen als erwartet. Diese Übergänge in andere Flavoureigenzustände
werden als Neutrinooszillation bezeichnet. Gemäß dieser Theorie sind die Flavourei-
genzustände |να〉mit α = e, µ, τ nicht mehr identisch mit den Masseneigenzuständen
|νi〉mit i = 1, 2, 3 , sondern lediglich quantenmechanische Superpositionen derselben:

|να〉 =
∑
i

Uαi |νi〉 . (1.4)

Für die Masseneigenzustände gilt analog

|νi〉 =
∑
α

U∗αi |να〉 . (1.5)

Dabei ist U die unitäre Neutrino-Mischungsmatrix, auch als Maki-Nakagawa-Sakata-
Matrix (MNS) bekannt.

Wenn die Flavoureigenzustände verschiedene Superpositionen derselben Massenei-
genzuständen sind, müssen zur Existenz unterschiedlicher Flavourzustände mindes-
tens zwei Masseneigenzustände unterschiedlich sein. Werden nun die Massen vieler
Neutrinos eines Flavours gemessen, so können damit nicht alle Messungen eine Masse
von Null ergeben.

Die experimentelle Nachweis der Neutrinooszillation gelang erstmals am Super-Ka-
miokande-Experiment [3]. Weitere Experimente bestätigten diese Beobachtung. Es
konnten lediglich die Quadrate von Differenzen der Neutrinomassen jeweils zweier
Masseneigenzustände bestimmt werden, nicht jedoch die absoluten Werte für die
Massen. Infolgedessen sind zwei Szenarien denkbar, wie in Abb. 1.1 zu sehen ist.

Der Nachweis der Neutrinooszillation ist das erste Beispiel für die Physik jenseits
des SM und zeigt, dass es weiterer grundlegender theoretischer Modelle in der Teil-
chenphysik bedarf.

1.3 Bestimmung der Neutrinomasse

Nach mehrfacher Bestätigung der Existenz von Neutrinooszillationen wird in der
Neutrinophysik die Bestimmung absoluter Massenwerte fokussiert.
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Abbildung 1.1: Massenskala der Neutrinos mit zwei unterschiedlichen Sze-
narien. Aus [5]. Dargestellt sind die Massen der drei Masseneigenzustände in Ab-
hängigkeit der Masse des ersten Masseneigenzustands. Es gibt den hierarchischen Fall
(∆m2 ≈ m2

i ) und den quasi-degenerierten Fall (∆m2 � m2
i ). Beide Fälle sind nach

den Ergebnissen aus den bisherigen Experimenten zur Neutrinooszillation denkbar.

Kosmologie

Die Kosmologie und Astrophysik liefern Möglichkeiten zur Bestimmung bzw. Ein-
schränkung der Summe aller Masseneigenzustände. Eine Untersuchung des kosmi-
schen Mikrowellenhintergrunds führt in Verbindung mit Annahmen über die Struk-
tur des Universums zu modellabhängigen Obergrenzen für die Summe der Neutri-
nomassen. Der WMAP-Satellit lieferte Daten, mit denen die folgende Obergrenze
angegeben werden kann [11]:

∑
ν

mν < 1,3 eV (95 % C.L.).2 (1.6)

Betazerfall

Der β-Zerfall bietet eine modellunabhängige Methode zur Bestimmung der Neutri-
nomasse. Das energiedifferentielle β-Spektrum der Zerfallselektronen

dN

dE
= C·F (Z,E)·pe·(E+me·c2)(EEP−E)

√
(EEP − E)2 −m2

ν · c4Θ(EEP−E−m2
ν ·c2)

(1.7)

2Es werden in der vorliegenden Arbeit natürliche Einheiten verwendet, sodass bei Massenanga-
ben das Quadrat der Lichtgeschwindigkeitskonstante nicht auftaucht.
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folgt aus den Energie- und Impulserhaltungen. Dabei bezeichnet

C =
G2

F · cos2ΘC · (g2
V + 3g2

A)

2π3~7c5
(1.8)

eine Konstante, welche die Fermikonstante GF , den Cabibbo-Winkel ΘC und die
Kopplungskonstanten g2

V bzw. g2
A der schwachen Wechselwirkung beinhaltet. Das

differentielle Spektrum ist abhängig vom Neutrinomassenquadrat und kann damit
nach seiner Messung zur Bestimmung der Neutrinomasse

m2
νe =

∑
i

|Uei|2m2
i (1.9)

des Elektron-Antineutrinos genutzt werden. Bisherige Experimente aus Mainz und
Troitsk konnten durch Messung des β-Spektrums aus dem Tritiumzerfall lediglich
folgende Obergrenzen für die Neutrinomasse angeben:

Mainz : mνe < 2,3 eV (95 % C.L.) [12]
Troitsk : mνe < 2,05 eV (95 % C.L.) [4]

(1.10)

Doppelbetazerfall

Eine weitere Möglichkeit zur Bestimmung bzw. Abschätzung der Neutrinomasse
bietet der doppelte β-Zerfall. Bei diesem Zerfall werden simultan zwei Neutronen in
Protonen umgewandelt. Es gibt zum einen den neutrinobehafteten und zum anderen
den neutrinolosen doppelten β-Zerfall (vgl. Abb. 1.2). Letzterer kann zur Bestim-
mung der Neutrinomasse genutzt werden. Er ist jedoch im Vergleich zum neutrino-
behafteten doppelten β-Zerfall extrem unterdrückt und nur möglich, wenn es sich
bei dem nur virtuell auftretenden Neutrino um ein Majorana-Teilchen handelt. Dies
bedeutet, dass Teilchen und Antiteilchen identisch sind. Zur Bestimmung der Neutri-
nomasse werden Halbwertszeiten der Übergänge gemessen, welche von der effektiven
Majorana-Neutrinomasse

〈mν〉 =

∣∣∣∣∣∑
i

U2
eimi

∣∣∣∣∣ (1.11)

abhängen. Da bislang umstritten ist, ob beim Heidelberg-Moskau-Experiment [13]
ein neutrinoloser doppelter β-Zerfall nachgewiesen wurde, werden dazu derzeit wei-
tere Experimente durchgeführt bzw. befinden sich in ihrer Vorbereitungsphase.
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(a) Neutrinobehaftet (b) Neutrinolos

Abbildung 1.2: Doppelbetazerfall. Aus [14].



2. Das KATRIN Experiment

In diesem Kapitel wird das KATRIN-Experiment vorgestellt. Es hat eine Modell-
unabhängige1 Bestimmung der Neutrinomasse mit einer Sensitivität von mν ≤
200 meV (90 % C. L.) zum Ziel.

In Abschnitt 2.1 wird zunächst das Messprinzip von KATRIN erläutert, welches auf
einem sogenannten MAC-E-Filter beruht. Abschnitt 2.2 widmet sich daraufhin den
wichtigsten Komponenten des Experiments und beschreibt zusammenfassend deren
Funktionsweise.

2.1 Messprinzip

Zur Bestimmung der Neutrinomasse wird das integrierte β-Spektrum des KA-
TRIN-Experiments gemessen. Die in der Zeit tqU detektierte Anzahl N(qU) an β-
Elektronen aus dem Tritiumzerfall hängt neben der eingestellten Retardierungsener-
gie qU (siehe Definition (2.2)) auch von der Endpunktsenergie EEP und dem Neu-
trinomassenquadrat m2

ν des differentiellen β-Spektrums aus Gl. (1.7) ab:

N(qU) ∝ tqU

EEP∫
qU

dN

dE
(EEP,m

2
ν) ·R(E, qU) dE . (2.1)

Elektronen aus dem β-Zerfall von molekularem Tritium werden mithilfe supraleiten-
der Magnete von der Tritiumquelle durch eine Transportstrecke in Richtung eines
Tandemspektrometers geleitet. Dabei werden sie durch eine angelegte Gegen- bzw.
Retardierungspannung U zwischen der Tritiumquelle und dem Spektrometer abge-
bremst, sodass Elektronen mit geringeren kinetischen Startenergien als der Retar-
dierungsenergie

qU := q · (UA − U0) (2.2)

1Die Neutrinomassenbestimmung mit dem KATRIN-Experiment basiert im Wesentlichen auf
Energie- und Impulserhaltung.
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nicht durch das Spektrometer gelangen können und stattdessen reflektiert werden.
Dabei bezeichnen U0 das elektrische Potential der Tritiumquelle, UA das Potential
des Spektrometers und q die negative Einheitsladung des Elektrons. Durch Variation
der Gegenspannung wird das β-Spektrum vermessen. Dabei werden Elektronen mit
kinetischen Energien > qU detektiert, da nur diese die Potentialbarriere überwinden
können. Das Spektrometer stellt somit ein integrierendes Hochpassfilter dar. Die um
qU verminderte Startenergie Ekin,0 wird als Überschussenergie (Ekin,0 − qU) der
Elektronen bezeichnet.

Im Besonderen sind die Messergebnisse bei Überschussenergien knapp unterhalb
der Endpunktsenergie EEP von Interesse, da hier das integrierte ebenso wie das
differentielle β-Spektrum besonders sensitiv auf das Neutrinomassenquadrat m2

ν ist.

2.1.1 MAC-E-Filter

Bei der Analyse der β-Elektronen ist deren kinetische Startenergie von Interesse.
Die Gegenspannung beeinflusst jedoch lediglich die longitudinale Komponente E

‖
kin

bezüglich der führenden Magnetfeldlinie und lässt die Komponente E⊥kin der trans-
versalen Bewegung unberührt. Deshalb müssen die Elektronen adiabatisch kollimiert
werden, sodass sie sich anschließend möglichst parallel zum elektrischen Feld bewe-
gen und E⊥kin minimal wird. Diese Kollimation findet vor allem im Hauptspektrome-
ter statt, welches einen MAC-E-Filter 2 darstellt. Das Funktionsprinzip ist in Abb.
2.1 veranschaulicht.

Die sogenannte Analysierebene bezeichnet die Fläche im Spektrometer, in der E
‖
kin

aller detektierten Elektronen minimal wird. In der Analysierebene entscheidet sich
somit, ob ein Elektron transmittiert oder reflektiert wird.

Nach [16] ist das Produkt

γ · µ =
E⊥kin

B
· (γ + 1)

2
(2.3)

aus magnetischem Moment µ und Lorentzfaktor

γ =
Ekin

mc2
+ 1 (2.4)

für kleine Magnetfeldgradienten eine adiabatische Konstante. Deshalb gilt für Elek-
tronen, die in der Quelle bei einer magnetischen Feldstärke B0 mit der Transversal-
energie E⊥kin,0 gestartet sind und sich nun an einer beliebigen Position r des Experi-
ments befinden, folgende Relation:

E⊥kin,0(γ0 + 1)

B0

=
E⊥kin,r(γr + 1)

Br
. (2.5)

2Magnetic Adiabatic Collimation with an Electrostatic Filter.
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Abbildung 2.1: Funktionsprinzip eines MAC-E-Filters. Aus [15]. Die isotrop
emittierten β-Elektronen der Tritiumquelle führen Zyklotronbewegungen entlang der
Magnetfeldlinien aus. Ein Magnetfeldgradient innerhalb des Spektrometers erhält in
adiabatischer Näherung das Produkt aus dem Lorentzfaktor γ und dem magnetischen
Moment µ . Durch eine Verringerung der magnetischen Feldstärke erhöht sich die

Longitudinalenergie E
‖
kin bei simultaner Abnahme der Transversalenergie E⊥kin . Ein

elektrisches Feld, welches gleichgerichtet ist wie das Magnetfeld, beeinflusst lediglich
die Vorwärtsenergie, welche nach Kollimation der Elektronen näherungsweise der ge-

samten kinetischen Startenergie E⊥kin +E
‖
kin entspricht. Die Analysisierebene befindet

sich ungefähr in der Mitte des Spektrometers bei minimaler Magnetfeldstäre.
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Hauptspektrometer DetektorVor-
Spektrometer

Transportsektion Spektrometer- und DetektorsektionWGTS Kryostat
Kalibrations-
und 
Montitoring-
System

Abbildung 2.2: Ein Überblick des Aufbaus für das KATRIN-Experiment.
Aus [17], modifiziert. Die gezeigte Anordnung besitzt eine Gesamtlänge von knapp
70 m. Anmerkung: Die hier gezeigte Darstellung der Transportsektion ist nicht mehr
aktuell. Siehe dazu Abb. 2.4.

Findet bei konstantem elektrischen Potential beispielsweise eine Verdopplung der
Magnetfeldstärke Br statt, dann verdoppelt sich die Transversalenergie der Elek-
tronen auf Kosten ihrer Longitudinalenergie. Wurde bereits die gesamte Longitu-
dinalenergie eines Elektrons in Transversalenergie umgewandelt, dann wird es bei
weiterer Erhöhung von Br reflektiert. Die maximale Magnetfeldstärke BP besitzt der
Pinchmagnet am Ende des Hauptspektrometers. Somit definiert er den maximalen
Öffnungswinkel

Θmax
0 = arcsin

√
B0

BP

≈ 51 ◦ , (2.6)

weshalb alle Elektronen mit größerem Startwinkel als Θmax
0 reflektiert werden. Da-

durch wird eine Energieauflösung des Spektrometers von

∆E =
BA

BP

· (γA + 1)

(γP + 1)
· Ekin,EP ≈ 0,95 eV (2.7)

gewährleistet. Elektronen, welche unter maximalem Öffnungswinkel Θmax
0 starten

und die erforderliche Vorwärtsenergie zum Überwinden der Potentialbarriere besit-
zen, behalten in der Analysierebene die restliche kinetische Energie ∆E in Form von
Transversalenergie bei.

2.2 Experimenteller Aufbau

Der gesamte Aufbau von KATRIN ist schematisch in Abb. 2.2 zu sehen. Er wird
im Folgenden anhand von vier Komponenten erläutert, die zum Verständnis der
Funktionsweise essentiell sind. Abb. 2.3 gibt zudem einen Überblick des globalen
elektromagnetischen Designs.

2.2.1 Tritiumquelle

Die fensterlose und gasförmige Tritiumquelle (WGTS - Windowless Gaseous Tri-
tium Source) besteht aus einem 10 m langen Strahlrohr mit einem Durchmesser
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Abbildung 2.3: Der longitudinale Verlauf des elektrischen Potentials und
der Magnetfeldstärke beim KATRIN-Experiment. Aus [18], modifiziert. Die
magnetische Feldstärke besitzt in der WGTS einen Wert von bis zu 3,6 T und steigt
in der Transportsektion stellenweise auf 5,6 T an, gefolgt von einem ersten Abfall im
Vorspektrometer und einem zweiten Abfall im Hauptspektrometer auf das globale
Minimum von 3 · 10−4 T. Der Betrag des elektrischen Potentials nimmt innerhalb der
beiden Spektrometer auf über 18 kV zu und verringert dadurch die Vorwärtsenergie
der Elektronen so lange, bis diese die Potentialbarriere überwinden.
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von 90 mm, in das durch feine Kapillare gasförmiges Tritium mit konstanter Rate
eingelassen wird. Das Strahlrohr ist zu beiden Seiten hin offen, sodass die β-Zuer-
fallselektronen die Quelle mit nur sehr geringen Energieverlusten verlassen können.
Die Energieverluste erfolgen duch die Streuung der Elektronen an den Gasmolekü-
len. Diese werdem nahezu vollständig durch insgesamt zwölf Turbomolekularpumpen
der ersten Differentiellen Pump-Sektion (DPS1-R und DPS1-F) abgepumpt. An-
schließend wird das abgepumpte Tritiumgas innerhalb eines geschlossenen Kreislaufs
gereinigt und zurück in die WGTS geführt. Hierdurch kann eine Tritiumreinheit von
über 95 % erreicht werden.

Ein sehr wichtiger Parameter des Experiments ist die Säulendichte der Tritium-
quelle. Bei longitudinaler Projektion des Strahlrohrs gibt sie Auskunft über die An-
zahl der Teilchen pro Fläche. Für die Langzeitmessungen ist eine Säulendichte von
5 ·1021 m−2 vorgesehen, die während der Datennahme im Promillebereich stabilisiert
wird [17]. Zur Aufrechterhaltung einer stabilen Säulendichte sind ein konstanter Ein-
lassdruck sowie eine konstante Temperatur3 der Quelle unerlässlich.

Eine höhere Säulendichte hätte zwar eine entsprechend höhere Emissionsrate von
Elektronen zur Folge, die es zu detektieren gilt, jedoch steigt damit auch die Wahr-
scheinlichkeit, dass Elektronen durch Stöße mit Tritiummolekülen einen Energiever-
lust erfahren. Dies beeinflusst das integrierte β-Spektrum und muss bei den Analysen
berücksichtigt werden (siehe dazu Kap. 3).

Die zu detektierenden β-Elektronen werden mit supraleitenden Magneten aus der
Quelle adiabatisch herausgeführt. Das Magnetfeld der WGTS hat im Strahlrohr eine
Stärke von etwa B0 = 3,6 T.

2.2.2 Transportsektion

Da das Strahlrohr an seinen Enden offen ist, können trotz der DPS1-F neben Elek-
tronen auch neutrale Tritiummoleküle sowie Tritiumionen aus der WGTS in die
Transportsektion gelangen. Diese dient einerseits zur Weiterleitung der Elektronen
zu den Spektrometern und andererseits zur Minimierung des Tritiumflusses. Tritium-
zerfälle außerhalb der WGTS führen zu einer kritischen Erhöhung des Untergrunds
und beeinflussen negativ die Sensitivität des KATRIN-Experiments. Aus diesem
Grund ist es notwendig, alle Ionen und neutrale Moleküle aus der Transportstrecke
zu entfernen und sie somit am Eindringen in die Spektrometer zu hindern. Wäh-
rend der Einlassdruck des Tritiumgases etwa 10−3 mbar beträgt, herrscht nach der
Transportsektion bereits ein Ultrahochvakuum mit einem Druck < 10−11 mbar.

Die Transportsektion besteht aus den zwei folgenden, jeweils etwa 7 m langen Kom-
ponenten::

• Die Differentielle PumpStrecke (DPS) beinhaltet vier Turbomolekularpum-
pen. Zusammen mit den Turbomolekularpumpen der DPS1-F wird damit der
Gasdruck um mehrere Größenordnungen reduziert.

3Die WGTS wird bei einer inneren Temperatur von etwa 30 K betrieben.
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Abbildung 2.4: Die Transportsektion. Aktuelles CAD-Bild aus [19]. In der
linken Bildhälfte ist die DPS zu erkennen, welche vier Turbomolekularpumpen um-
fasst. Rechts im Bild befindet sich die CPS, welche als passive Pumpe fungiert. Durch
Biegungen des Strahlrohrs können die meisten unerwünschten Teilchen abgefangen
werden.

• Die Kryopumpstrecke (CPS - Cryogenic Pumping Section) ist eine passive
Kryopumpe und ermöglicht durch eine Adsorption fast aller verbliebenen Mo-
leküle an ihrer 3 bis 5 K kalten Innenwand eine Reduzierung des Gasdrucks
um weitere sieben Größenordnungen. Die Oberfläche der Innenwand ist dazu
mit kondensiertem Argon (argon frost) bedeckt.

Sowohl in der DPS als auch in der CPS verläuft das Strahlrohr nicht linear, wodurch
ein direktes Durchqueren der Transportsektion für das Restgas unetrbunden wird.

Die Elektronen werden mit Hilfe des 5,6 T starken Magnetfelds adiabatisch durch
die Transportsektion zu den Spektrometern geführt.

2.2.3 Spektrometer

Als Spektrometer wird ein Tandemspektrometer, bestehend aus einem Haupt- und
einem Vorspektrometer, verwendet. Das Vorspektrometer dient der groben Selek-
tion der Elektronen und beruht ebenfalls auf dem Prinzip eines MAC-E-Filters,
welches in Abschnitt 2.1.1 beschrieben wird. In der 63,6 m2 großen Analysierebene
des Hauptspektrometers erfolgt anschließend die präzisere Selektion.

Vorspektrometer

Da Elektronen mit kinetischen Energien weit unterhalb der Endpunktsenergie EEP

nicht zum untersuchten Teil des integrierten β-Spektrums beitragen, sollen diese vor
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dem Eintreten in das Hauptspektrometer reflektiert werden. Andernfalls wäre mit
einer Elektronenrate > 1010 s−1 im Hauptspektrometer zu rechnen, was eine starke
Erhöhung des Untergrunds durch Restgasionisationen zur Folge hätte.

An dem, mit einer Länge von 3,4 m und einem Durchmesser von 1,7 m, vergleichswei-
se kleinen Vorspektrometer liegt zur Reflexion niederenergetischer Elektronen eine
feste Spannung von 18,3 kV zur WGTS an. Infolgedessen gelangen nur noch etwa
103 Elektronen pro Sekunde mit Energien nahe des Endpunkts in das Hauptspek-
trometer.

Hauptspektrometer

Der Tank des Hauptspektrometers weist eine Länge von 23,3 m und einen inne-
ren Durchmesser von 9,8 m auf. Mit diesen Abmessungen kann in Kombination mit
dem magnetischen Design die Energieauflösung ∆E ≈ 0,95 eV und eine ausreichend
große Zählrate erreicht werden. Für die Zählrate ist insbesondere der Durchmesser
des Spektrometers entscheidend. Er legt fest, wie groß der zur Messung beitragende
Querschnitt der Tritiumquelle ist (vgl. Abb. 4.7). Der magnetische Flussschlauch von
Φ =191 T cm2 weitet sich von 90 mm in der Quelle auf 9 m in der Mitte des Haupt-
spektrometers auf. Die Länge des Spektrometers gewährleistet einen ausreichend
kleinen Gradienten des Magnetfelds, sodass eine in guter Näherung adiabatische
Bewegung der Elektronen ermöglicht wird.

Neben Ionen führen auch Wechselwirkungen der kosmischen Strahlung mit der Tank-
wand zu Untergrundereignissen. Zur Reduktion von solchen unerwünschten Sekun-
därelektronen befindet sich im Inneren des Hauptspektrometertanks ein zweilagiges
Drahtelektrodensystem in der Nähe der Tankwand. Diese Elektroden liegen auf nied-
rigerem Potential als der Tank selbst und erzeugen dadurch ein abschirmendes elek-
trisches Feld. Zusätzlich kann mit den Elektroden eine Feinjustierung des Potentials
in der Analysierebene vorgenommen werden.

2.2.4 Detektor

Elektronen mit ausreichender kinetischer Energie und kleinerem Startwinkel als Θmax
0

aus Gl. (2.6) können durch den Pixeldetektor (FPD - Fokal Plane Detektor) nach-
gewiesen werden. Es handelt sich dabei um eine segmentierte PIN-Diode aus Silizium
mit einem Durchmesser von 90 mm (siehe Abb. 2.5). Alle Segmente bzw. Pixel des
Detektors sind flächengleich4 und können separat ausgelesen werden. Damit lassen
sich radiale und azimutale Inhomogenitäten der Tritiumdichte innerhalb der Quelle
auflösen.

Jeder der 148 Pixel kann Elektronenraten bis etwa 60 kHz bewältigen [20]. Eine
Energieauflösung des Detektors von 1 keV garantiert eine Unterscheidung zwischen
den β-Elektronen und dem Großteil der Elektronen aus Untergrundereignissen.

4Die Pixel sind zwar flächengleich, jedoch nicht deckungsgleich.
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Abbildung 2.5: Der Pixeldetektor (FPD). Aus [21]. Der Detektor umfasst 148
Pixel mit jeweils gleicher Fläche. Im Zentrum befinden sich vier Pixel, gefolgt von
zwölf Ringen mit jeweils zwölf weiteren Pixeln.
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3. Beschreibung der
Simulationsmethoden

Dieses Kapitel beschreibt die Simulationsmethoden, welche in den nachfolgenden
Kapiteln dieser Arbeit zum Einsatz kommen. Da der Bestimmung der Energiever-
lustfunktion in dieser Arbeit eine herausragende Bedeutung zukommt, folgt mit Ab-
schnitt 3.1 zunächst eine kurze Einführung der Streuprozesse zwischen Elektronen
und molekularem Tritium in der WGTS. Die damit einhergehenden Energieverluste
der Elektronen werden für numerische Berechnungen durch die Energieverlustfunk-
tion beschrieben. Auf solchen numerischen Berechnungen basiert das Programm-
paket Source Spectrum Calculations (SSC), welches in Abschnitt 3.2 vorgestellt
wird und zur Simulation der Tritiumquelle sowie zur Berechnung des intergrierten
β-Spektrums genutzt werden kann. Eine andere Herangehensweise zur Beschreibung
des KATRIN-Experiments bietet das Programmpaket KASSIOPEIA in Abschnitt
3.3, das für Monte-Carlo-Methoden verwendet werden kann und in Kap. 5 zum Ein-
satz kommt. Die Analyse von simulierten KATRIN-Spektren erfolgt im Rahmen
dieser Arbeit mit dem Analysepakt KaFit und wird im letzten Abschnitt des vor-
liegenden Kapitels beschrieben.

3.1 Streuprozesse und Energieverlustfunktion

Es folgt eine Zusammenfassung der unterschiedlichen Streuprozesse von Elektronen
an molekularem Tritium. Für eine detaillierte theoretische Beschreibung sowie zum
Studium experimenteller Resulate sei auf [22–30] verwiesen1.

Inelastische Streuung

Tritiummoleküle stellen einen gebundenen Zustand aus zwei Tritiumatomen dar,
dessen Bindungsenergie, je nach quantenmechanischem Zustand, variiert. Es existie-
ren neben elektronischen Anregungszuständen auch gemeinsame Vibrations-

1Die angegebene Literatur beschreibt vorwiegend die Streuung geladener Teilchen an moleku-
larem Wasserstoff, was eine gute Näherung für molekulares Tritium darstellt.
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und Rotationszustände der beiden Atomkerne. Daher gibt es deutlich mehr Anre-
gungszustände als bei atomarem Tritium. Weiterhin sind dissoziative Anregun-
gen möglich, also Aufspaltungen der Molekülverbindung mit wiederum mehreren
möglichen Anregungszuständen der resultierenden Atome bzw. Ionen. Alle genann-
ten Anregungen können durch Stöße mit Elektronen ausreichender kinetischer Ener-
gien erfolgen. Dies bringt einen quantisierten Energieverlust der gestreuten Elektro-
nen mit sich, welcher im Fall elektronischer Anregungen für molekularen Wasserstoff
mindestens 11,18 eV beträgt [26]. Molekularer Wasserstoff ist diesbezüglich reprä-
sentativ für molekulares Tritium, da elektronische Anregungen ebenso wie Ionisa-
tionsprozesse Isotop-unabhängig sind, während jedoch die Anregungszustände der
Tritiumkerne von denen des Wasserstoffs differieren. Sämtliche Anregungen und die
bei etwa 15,4 eV Energieverlust beginnenden Ionisationen sind gleichermaßen Folge
inelastischer Streuprozesse. Für eine kinetische Energie der Elektronen um 18,6 keV
ist dabei die Anregung von Vibrationszuständen aufgrund ihres unwahrscheinlichen
Eintretens vernachlässigbar.

Elastische Streuung

Neben den genannten inelastischen Streuprozessen kann es aufgrund der Coulomb-
Wechselwirkung zwischen Elektronen und Tritiumkernen zu elastischen Streuungen
kommen. Der durchschnittliche Energieverlust durch elastische Streuungen ist mit
etwa 16 meV [31] sehr viel kleiner als die Energieverluste durch die schwächsten
elektronischen Anregungen. Rotationseffekte infolge von Stößen können aus prakti-
schen Gründen als quasielastische Streuung ebenfalls den elastischen Streuprozessen
zugeordnet werden, da sie Energieverluste . 2 eV zur Folge haben.

Winkeländerungen

Bei Betrachtung differentieller Wirkungsquerschnitte dσ
dΩ

wird zwischen verschiede-
nen Raumwinkeln Ω unterschieden, in welche die Elektronen gestreut werden. Un-
ter Winkeländerungen ∆Θ ist im Folgenden die Änderung des Polarwinkels Θ zu
verstehen, welcher durch den Impulsvektor des Elektrons vor dem Stoß mit jenem
nach dem Stoß eingeschlossen wird. Nach Experimenten von Ulsh et al. mit 25 keV-
Elektronen an molekularem Wasserstoff nehmen die differentiellen Wirkungsquer-
schnitte mit größeren Winkeländerungen ab [30]. Bei inelastsicher Streuung gehen
große Winkeländerungen mit größeren Energieverlusten ∆E einher und sind daher
insbesondere auf Ionisationen zurückzuführen. Für Energieverluste < 40 eV beträgt
die durchschnittliche Winkeländerung durch inelastische Streuprozesse etwa 0,5 ◦.
Die durchschnittlichen Winkeländerungen durch elastische Streuprozesse sind mit
etwa 3 ◦ deutlich größer.

Größe der Wirkungsquerschnitte

Unter Wirkungsquerschnitten seien in der restlichen Arbeit stets die über alle Raum-
winkel integrierten totalen Wirkungsquerschnitte zu verstehen. Mit komplet-
tem Wirkungsquerschnitt σ ist die Summe des elastischen und inelastischen
totalen Wirkungsquerschnitts gemeint. Für kinetische Energien der Elektronen um
18,6 keV gilt σ ≈ 3,7 · 10−22 m2, wobei die inelastischen Streuprozesse mit σinel ≈
3,4 · 10−22 m2 den stark dominanten Effekt darstellen.
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Energieverlustfunktion

Die Energieverlustfunktion f(ε) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, welche
jedem Energieverlust ε im Hinblick auf sein mögliches Eintreten eine Wahrschein-
lichkeitsdichte zuordnet. Dabei setzt die Energieverlustfunktion das Eintreten genau
einer Streuung voraus. Winkeländerungen bleiben durch die Energieverlustfunktion
unberücksichtigt. Mathematisch wird f(ε) durch den normierten energiedifferentiel-
len Wirkungsquerschnitt beschrieben:

f(ε) :=
1

σ
· dσ
dε′

∣∣∣∣
ε

. (3.1)

Aus dieser Definition folgt die Normierung

+∞∫
ε=0

f(ε′) dε′ = 1 , (3.2)

welche konsistent mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist, wonach sich durch
eine beliebige Streuung zu 100 % irgendein positiver Energieverlust ergibt. In Abb.
3.1 ist die Energieverlustfunktion für Elektronen mit einer kinetischen Energie von
18575 eV bis zu Energieverlusten ε = 50 eV dargestellt. Bestimmt wurde diese Ener-
gieverlustfunktion aus einem Programmcode2 [32] von Dr. F. Glück. Sie kann für
numerische Berechnungen der Antwortfunktion verwendet werden. Siehe dazu Ab-
schnitt 4.2.

3.2 Simulation der Tritiumquelle und des

integrierten Spektrums

Zum Erreichen der hohen Sensitivität des KATRIN-Experiments sind detaillierte
Kenntnisse der Tritiumquelle sowie die Auswirkung verschiedener Quellparameter
auf das integrierte β-Spektrum vonnöten. Das Programmpaket SSC [33–35] ermög-
licht einerseits die Simulation der Tritiumquelle mit allen wesentlichen Quellpara-
metern und andererseits eine darauf aufbauende numerische Berechnung des Spek-
trums.

Simulation der Tritiumquelle

Ein wichtiger Simulationsparameter zur Beschreibung der WGTS ist die Stärke und
der Verlauf des Magnetfelds. Dieses Magnetfeld ist zur Führung der emittierten β-
Elektronen auf Zyklotronbahnen in Richtung Hauptspektrometer erforderlich. Wei-
terhin definiert die Magnetfeldstärke des Emissionsortes den maximalen Öffnungs-
winkel aus Gl. (2.6). Zum eindimensionalen Verlauf der Magnetfeldstärke innerhalb
der WGTS siehe Abb. 4.6.

2Dieser Programmcode zur Beschreibung der Streuprozesse basiert vorwiegend auf theoretischen
Berechnungen zu molekularem und atomarem Wasserstoff.
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Abbildung 3.1: Simulationsmodell der Energieverlustfunktion für Energie-
verluste durch elastische und inelastische Streuprozesse bis 50 eV. Die Bei-
träge elastischer Streuung sind in Form von Energieverlusten . 1 eV zu erkennen.
Elektronische Anregungen in Kombination mit angeregten Vibrationszuständen haben
Energieverluste im Bereich 11-15 eV zur Folge, während um 15 eV die Energieverluste
durch dissoziative Anregungen zu sehen sind. Ab etwa 15,4 eV beginnt das Kontinuum
der Ionisationsprozesse.
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Abbildung 3.2: Longitudinale Unterteilung der WGTS in Slices. Schema
aus [34], modifiziert. Durch Verwendung vieler Slices kann beispielsweise das in z-
Richtung inhomogene Dichteprofil präzise aufgelöst werden. Weitere Unterteilungen
können radial und azimutal vorgenommen werden.

Das Dichteprofil des Tritiumgases im Strahlrohr ist ein weiterer wichtiger Simu-
lationsparameter. In Regionen hoher Gasdichte, nahe des Tritiumeinlasses, werden
beispielsweise im zeitlichen Mittel mehr Elektronen emittiert als an den Enden des
Rohrs. Die Berechnung des Dichteprofils beruht auf eigens dafür entwickelten und
durchgeführten Gasdynamiksimulationen der Forschungsgruppe von Prof. Sharipov3

[36–39]. Das Temperaturprofil des Tritiumgases beeinflusst ebenfalls sein Dichte-
profil und ist daher ebenso ein Simulationsparameter.

Zum Umgang mit ortsabhängigen Simulationsparametern findet eine manipulierbare
Segmentierung der WGTS statt. Longitudinale Inhomogenitäten werden durch
Unterteilung der WGTS in sogenannte Slices berücksichtigt (vgl. Abb. 3.2). Diese
Slices können radial und azimutal weiter in kleinere Segmente unterteilt werden.
Näheres zu dieser Vorgehensweise ist in Abschnitt 4.1.4 zu finden.

Berechnung des integrierten β-Spektrums

Durch ein präzises Modell der WGTS und durch Berücksichtung der wichtigsten Pa-
rameter des restlichen KATRIN-Experiments kann mit numerischen Methoden eine
Antwortfunktion4 berechnet werden, welche zusammen mit dem ebenfalls berech-
neten differentiellen β-Spektrum integriert wird. Daraus resultiert ein berechnetes
integriertes β-Spektrum. Die Energieverlustfunktion des vorherigen Abschnitts kann
in SSC eingelesen und zur Berechnung der Antwortfunktion verwendet werden.

Wahl der Schrittweite eingestellter Gegenspannungen

Durch Variation der Retardierungsenergie qU kann das integrierte β-Spektrum bei
einer künftigen Messung wie auch in den Simulationen abgerastert werden. Für
sämtliche Simulationen dieser Arbeit wird qU in äquidistanten Schritten um jeweils
50 meV variiert. Das Hochspannungsnetzgerät [40] zur Einstellung der Retardie-
rungsspannung liefert eine maximale Spannung von 35 kV und verfügt über eine
Auflösung von 22 Bit, sodass Schrittweiten von 50 meV unproblematisch sein soll-
ten. Die Energieverlustfunktion der Simulationen liegt dazu ebenfalls diskret als n-
Tupel von Wahrscheinlichkeitswerten für 50 meV breite Energieverlustintervalle vor.

3Universidade Federal do Paraná, Brasilien.
4Die Transmissions- und Antwortfunktion für das KATRIN-Experiment werden in Kap. 4.2

eingeführt.
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Tabelle 3.1: KATRIN-Standardparameter. Auswahl aus [5].

Parameter Wert

Säulendichte ρd = 5 · 1021 m−2

Magnetfeldstärke in der WGTS B0 ≈ 3,6 T (vgl Abb. 4.6)

Magnetfeldstärke in der Analysierebene BA = 3 · 10−4 T

Magnetfeldstärke des Pinchmagneten BP = 6 T

Endpunktsenergie des Tritiumspektrums EEP = 18575 eV

KATRIN-Standardparameter

Wenn in den folgenden Kapiteln die Verwendung von KATRIN-Standardparametern
erwähnt wird, sind darunter bestimmte Orientierungswerte für die KATRIN-Para-
meter bei den Hauptmessungen zu verstehen, welche grundlegende Berechnungen
und Simulationen ermöglichen bzw. vergleichbar machen. Siehe dazu Tab. 3.1.

3.3 Teilchentracking in der Tritiumquelle

Um weitere Effekte und Prozesse höherer Ordnungen berücksichtigen zu können,
die sich auf die Trajektorien und die kinetischen Energien der Elektronen auswir-
ken, wurde das Programmpaket KASSIOPEIA [41] konzipiert und stetig weiterent-
wickelt. Für diese Arbeit wird lediglich ein sogenanntes Teilchentracking innerhalb
der Tritiumquelle durchgeführt, auch wenn ein globales Tracking für das Gesamtex-
periment möglich wäre. Für das Erreichen einer Statistik von ∼ 108 Elektronen (vgl.
Abschnitt 5.2) wären globale Simulationen mit KASSIOPEIA angesichts gegebener
Hardwareressourcen jedoch sehr zeitintensiv, sodass präzise Trackingmethoden für
das Verhalten der Elektronen in der Quelle mit analytischen Berechnungen für das
grundlegende Verhalten außerhalb der Quelle kombiniert werden.

Zur Berücksichtigung des Magnetfelds und des Tritiumdichteprofils greift KASSIO-
PEIA auf das oben beschriebene Programmpaket SSC zurück. Gegenüber den ana-
lytischen und numerischen Methoden können beim Teilchentracking in der WGTS
beispielsweise die Winkeländerungen durch Streuprozesse sowie deren Auswirkung
auf das weitere Streuverhalten untersucht werden. Die Energieabhängigkeit der ein-
zelnen Wirkungsquerschnitte wird dabei ebenfalls berücksichtigt.

3.4 Analyse des Spektrums

Das integrierte β-Spektrum, welches beim KATRIN-Experiment gemessen wird,
muss sehr genau untersucht werden, um die Neutrinomasse mit einer bisher un-
erreichten Präzision zu bestimmen. Mit einem Funktionsfit des aus der Theorie und
den angenommenen Parametern berechneten Spektrums an das gemessene Spektrum
kann der freie Fitparameter m2

ν bestimmt werden.
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Abbildung 3.3: Geplante Messzeitverteilung auf unterschiedliche Retar-
dierungsspannungen bei den KATRIN-Hauptmessungen. Aus [35]. Knapp
unterhalb des Endpunkts EEP ist der Verlauf des Spektrums besonders stark mit m2

ν

korreliert, sodass hier verhältnismäßig lang gemessen wird.

3.4.1 Untersuchung des simulierten Spektrums mit KaFit

Im Rahmen der KATRIN-Hauptmessungen muss nach [5, 35] das integrierte β-
Spektrum lediglich für einzelne Werte der Retardierungsenergie bestimmt werden.
Die Messzeitverteilung aus Abb. 3.3 ist für ein 30 eV-Analyseintervall konzipiert und
derart für eine Untergrundrate von 10−2 cps optimiert, dass Analysen des Spektrums
möglichst sensitiv auf m2

ν sind [5]. Für weitere Analyseintervalle gibt es entsprechend
andere optimierte Messzeitverteilungen.

Bei Untersuchungen verschiedener Effekte im Hinblick auf die Neutrinomassenbe-
stimmung wird in dieser Arbeit mit dem Analysepaket KaFit [42] zunächst ein inte-
griertes β-Spektrum für die qU -Werte der Messzeitverteilung simuliert. Dabei greift
KaFit auf SSC zurück. Es können ein oder mehrere Parameter des integrierten β-
Spektrums, im Folgenden ist es exemplarisch die Säulendichte, zur näheren Unter-
suchung verändert werden. Da die genaue Neutrinomasse unbekannt ist und bisher
nach [4] lediglich eine Obergrenze von 2,05 eV (95 % C. L.) angegeben werden kann,
wird m2

ν in der Simulation Null gesetzt. Anschließend werden die erhaltenen Er-
wartungswerte für die detektierten Elektronen auf künstlichem Wege statistischen
Unsicherheiten unterzogen, sodass hierdurch eine realistische Gesamtmessung für
drei Jahre KATRIN-Betrieb bei veränderter Säulendichte simuliert wird.

Zur Analyse dieses Spektrums wird in einem weiteren Schritt ein Spektrum mit
Standard-Säulendichte und ohne statistische Fluktuationen simuliert. Bei einem ab-
schließenden Funktionsfit werden vier freie Fitparameter dieses Analysespektrums so
lange variiert, bis mit der sogenannten Maximum-Likelihood-Methode [43] ein Best-
wert für die Fitparameter gefunden wird, sodass beide Spektren möglichst kleine
Differenzen zueinander aufweisen. Dabei sind neben m2

ν die Endpunktsenergie EEP
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Abbildung 3.4: Exemplarische Auftragung von 4000 Bestwerten für das
Neutrinomassenquadrat. Aus [35]. Die Werte für m̂2

ν stammen aus Simulationen
mit KaFit, wobei zur Erzeugung der analysierten Spektren stets m2

ν = 0 gewählt wur-
de. Die systematische Unsicherheit ∆m2

ν ist Folge einer veränderten Säulendichte beim
analysierten Spektrum. Die Standardabweichung der Gaußkurve liefert einen Wert für
die statistische Unsicherheit bei der Bestimmung des Neutrinomassenquadrats durch
das KATRIN-Experiment.

des Spektrums, die Signalrate ṄS aus Gl. (2.1) und die Rate ṄU des Untergrunds
die drei weiteren freien Parameter, da sie nicht genau bekannt sind.

Der für diese Arbeit gewählte frequentistische Ansatz sieht eine vielfache5 Wiederho-
lung der oben beschriebenen Vorgehensweise vor, wobei die künstlichen statistischen
Fluktuationen jedes Mal erneut per Zufallsgenerator erzeugt werden. Die bei jeder
Spektrumsanalyse resultierenden Bestwerte m̂2

ν für das Neutrinomassenquadrat wer-
den gemäß Abb. 3.4 in einem Histogramm aufgetragen und beschreiben in guter
Näherung eine Gaußverteilung. Durch den Fit einer Gaußkurve an die aufgetrage-
nen Bestwerte, kann über den Schwerpunkt dieser Gaußkurve das finale Ergebnis
für die ermittelte Neutrinomasse aus mindestens 1000 KATRIN-Messungen angege-
ben werden. In aller Regel ergibt sich ein Neutrinomassenquadrat, welches aufgrund
der veränderten Säulendichte beim analysierten Spektrum nicht mit Null vereinbar
ist. Auf diese Weise wird untersucht, welche Auswirkung die ungenaue Kenntnis
einzelner Parameter, wie beispielsweise der Säulendichte, auf die Bestimmung der
Neutrinomasse hat.

5Bei KaFit-Simulationen dieser Arbeit werden jeweils mindestens 1000 Spektren simuliert und
analysiert.
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Neben einer solchen frequentistischen Herangehensweise sind bayessche Analyseme-
thoden zur späteren Auswertung des gemessenen Spektrums beim KATRIN-Expe-
riment in Entwicklung [44].

3.4.2 Statistische und systematische Unsicherheiten

Auch wenn die oben beschriebene frequentistische Untersuchung des Spektrums oh-
ne eine vorherige Parametermanipulation bei den analysierten Spektren erfolgt, so
ergeben sich dennoch näherungsweise normalverteilte Bestwerte m̂2

ν wie in Abb. 3.4.
Dies ist auf die künstliche Erzeugung statistischer Fluktuationen zurückzuführen,
die bei einer späteren Messung unvermeidbar sein werden. Die Breite der Gaußkur-
ve ist somit ein Maß für die Sensitivität des KATRIN-Experiments. Bezogen
auf ein 30 eV-Analyseintervall ist sie in [5] mit

σstat = 18 · 10−3 (eV)2 (3.3)

angegeben. Die Abweichung des Schwerpunkts der Gaußkurve in Abb. 3.4 von m2
ν =

0 stellt dagegen eine systematische Unsicherheit dar, welche in diesem Fall durch
die veränderte Säulendichte beim analysierten Spektrum bedingt wird. Die gesamte
systematische Unsicherheit für ein 30 eV-Analyseintervall beträgt

σsyst ≤ 17 · 10−3 (eV)2 (3.4)

und kann nach [5] in fünf dominierende Unsicherheiten von jeweils maximal ∆m2
ν =

7,5 · 10−3 (eV)2 zerlegt werden, die quadratisch addiert σsyst ergeben.
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4. Transmissionsfunktion und
Antwortfunktion

Das vorliegende Kapitel befasst sich primär mit einer mathematischen Beschreibung
der Transmissions- und Antwortfunktion (Response-Funktion) beim KATRIN-Ex-
periment. Die Antwortfunktion baut dabei mathematisch und physikalisch auf der
Transmissionsfunktion auf und bestimmt zusammen mit dem differentiellen β-Spek-
trum den Verlauf des integrierten β-Spektrums aus Gl. (2.1). In Abschnitt 4.1 wer-
den zunächst grundlegende Konzepte zum Verständnis des Transmissionsvorgangs
eingeführt. Im Anschluss daran wird die Transmissionsfunktion in verallgemeiner-
ter Form mit beliebiger Winkelverteilung der emittierten Elektronen beschrieben
und schließlich explizit mit speziellen KATRIN-Parametern und isotroper Elektro-
nenemission hergeleitet. Die Abweichungen von idealisierten Bedingungen und deren
Auswirkungen werden diskutiert. Abschnitt 4.2 widmet sich der Antwortfunktion,
wie sie im KATRIN Design Report [5] zu finden ist. In diesem Zusammenhang wird
eine präzisere Berechnung der Antwortfunktion vorgestellt, welche auf mehrere an-
gepasste Transmissionsfunktionen zurückgreift. Beide Berechnungsmethoden werden
im Anschluss verglichen. Die in [5] verwendete Antwortfunktion führt zu einer syste-
matischen Unsicherheit auf das Neutrinomassenquadrat von (8,5± 0,4) · 10−3 (eV)2

und ist damit im Hinblick auf spätere Spektrumsanalysen obsolet. Außerdem findet
eine Untersuchung relativistischer Einflüsse auf die Antwortfunktion und der daraus
resultierenden systematischen Unsicherheit statt.

4.1 Transmission und Transmissionsfunktion

4.1.1 Transmission

Unter Transmission eines in der WGTS gestarteten Elektrons versteht man das
Durchqueren des gesamten Experiments bis zum Detektor. Entscheidend für die
Transmission eines Elektrons ist seine longitudinale Energiekomponente auf seiner
Bahn durch das Hauptspektrometer. Mit der adiabatischen Transformation aus Gl.
(2.5), der Energieseparation Ekin = E

‖
kin +E⊥kin, der vorausgesetzten Parallelität des
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magnetischen und elektrischen Feldes sowie der Energieerhaltung Ekin,r = Ekin,0−q ·
(Ur − U0) erhält man die longitudinale kinetische Energie an einer beliebigen Stelle
r = (x, y, z) der Trajektorie [45]. Mit der im weiteren Verlauf verwendeten Notation
der kinetischen Energie E ≡ Ekin ergibt dies

E‖r = E0 − q · (Ur − U0)− Br
B0

(γ0 + 1)

(γr + 1)
E0 sin2 Θ0 . (4.1)

Dabei beschreibt der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung die Änderung
der longitudinalen kinetischen Energie durch das retardierende bzw. beschleunigende
elektrische Feld. Der dritte Term gibt die Transversalenergie für die betrachtete Stel-
le r an, welche von der gesamten kinetischen Energie subtrahiert wird. Physikalisch
sinnvoll sind lediglich positive Energien. Bereiche, in denen nach Gl. (4.1) E

‖
r nega-

tive Werte annimmt, können demnach nicht erreicht werden. Das Elektron verliert
in diesem Fall seine komplette kinetische Longitudinalenergie und wird reflektiert.

Die Stelle rA , an der E‖ im Falle einer Transmission minimal wird, heißt Analysier-
punkt. Verringert man die Startenergie, bis das Elektron gerade noch transmittiert
wird, so strebt E‖ am Analysierpunkt gegen Null. Die Lage des Analysierpunkts
eines Elektrons hängt u. a. von der Startposition in der Quelle ab, da das Elektron
auf einer Zyklotronbahn der jeweils führenden Magnetfeldlinie folgt. Elektronen,
die am Rand des Strahlrohrs der WGTS emittiert werden, folgen ebenso den äuße-
ren Magnetfeldlinien im Hauptspektrometer. Der Verlauf der Magnetfeldlinien im
Hauptspektrometer ist in Abb. 4.1 veranschaulicht.

Doch auch bei fixem Startpunkt ist rA abhängig vom Startwinkel Θ0 des Elektrons.
Dies lässt sich mit Gl. (4.1) erklären: Der dritte Term ist proportional zu sin2 Θ0

und hat bei größeren Startwinkeln einen entsprechend stärkeren Einfluss. Auch wenn
die Stelle des minimalen Potentials und der minimalen Magnetfeldstärke in einem
Punkt auf der Teilchenbahn im Hauptspektrometer zusammenfallen, so entspricht
diese Stelle nicht unbedingt dem Analysierpunkt. Lediglich für Θ0 = 0◦ ist dies sicher
der Fall. Dann verschwindet der dritte Term und das Minimum von E

‖
r wird allein

durch das Minimum von Ur bestimmt. Ansonsten sind jedoch die Gradienten des
Magnetfelds und des Potentials in der Umgebung ihres gemeinsamen Minimums zu
beachten. Bei großem Magnetfeldgradienten gewinnt das Elektron zwar durch das
elektrische Feld an Longitudinalenergie E‖, jedoch wird es durch die anwachsende
Magnetfeldstärke schneller abgebremst. Das bedeutet, dass die Lage des Analysier-
punkts nicht zwangsläufig mit dem Potentialminimum zusammenfällt, sondern von
Θ0 und vom elektromagnetischen Design abhängt.

Um diesen Effekt winkelabhängiger Analysierpunkte klein zu halten, wird in [45]
ein Magnetfelddesign empfohlen, bei dem es zwei Minima der Magnetfeldstärke pro
Feldlinie im Hauptspektrometer gibt. In diesem Fall besitzt die Magnetfeldstärke
ein lokales Maximum an der Stelle des minimalen Potentials. Der zweite und dritte
Term aus Gl. (4.1) wirken dadurch nicht mehr entgegengesetzt. Zu sehen ist die
Variante mit einem Minimum in Abb. 4.2(a) und mit zwei Minima in Abb. 4.2(b).

Die Analysierpunkte sind bei einem Magnetfelddesign mit zwei Minima nur sehr
schwach abhängig vom Startwinkel. Abb. 4.3 zeigt die Lage der Analysierpunkte
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Abbildung 4.1: Verlauf der magnetischen Feldlinien im Hauptspektrome-
ter. Aus [45], modifiziert. Die Analysierpunkte von Elektronen, welche im äußers-
ten Bereich der WGTS emittiert werden, liegen aufgrund der resultierenden Trajek-
torien nahe am Rand des Spektrometers.
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Abbildung 4.2: Magnetfelddesign im Hauptspektrometer. Aus [45], modifi-
ziert. Abb. (a) zeigt die Variante mit einem Minimum pro Feldlinie und Abb. (b) die
Variante mit zwei Minima. Die aufgetragenen Kurven von Abb. (a) korrespondieren
mit den Magnetfeldlinien aus Abb. 4.1. Das Minimum des Potentials liegt in beiden
Varianten bei z = 0.
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Abbildung 4.3: Die Lage der Analysierpunkte für Θ0 = 0◦ und Θ0 = 51◦.
Aus [45], modifiziert. Aufgrund des elektromagnetischen Designs sind die Analy-
sierpunkte abhängig vom Startwinkel und liegen nicht in einer Ebene. Man beachte
die Skala der z-Achse.

für Θ0 = 0◦ und Θ0 = 51◦. Entlang der z-Achse bewegen sich die Analysierpunkte
lediglich in einem Intervall von knapp 4 mm.

Die Menge aller Analysierpunkte bei fixem Startwinkel bildet die sog. Analysiere-
bene1. Aufgrund der schwachen Winkelabhängigkeit der Analysierpunkte im Fall
der Variante mit zwei Minima seien im Folgenden winkelunabhängige Analysier-
punkte bzw. eine winkelunabhängige Analysierebene vorausgesetzt. Dass auch in
diesem Fall nicht von einem festen BA ausgegangen werden kann, wird in Abschnitt
4.1.4 erläutert.

4.1.2 Transmissionsfunktion - allgemeiner Fall

Die Transmissionsfunktion des KATRIN-Experiments ordnet jedem Wertepaar, be-
stehend aus elektronischer Startenergie E0 und Retardierungsenergie2 qU , die Trans-
missionswahrscheinlichkeit T (E0, qU) zu. Hierbei gibt es für die Transmissionswahr-
scheinlichkeit gemäß elementarer Wahrscheinlichkeitsrechnung zwei gleichberechtig-
te Sichtweisen [46]:

1. Man betrachte entweder die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen, an einer be-
stimmten Stelle in der WGTS startenden Elektrons, den Pixeldetektor zu er-
reichen (bayesscher Wahrscheinlichkeitsbegriff ), oder

1Es handelt sich strenggenommen um eine
”
Analysierfläche“. Lediglich bei idealisierten Feld-

konfigurationen wäre sie planar.
2Es gelte wie bereits in Kap. 2 die Notation qU ≡ q · (UA − U0).
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2. man gehe von einer möglichst großen Anzahl von Elektronen aus, die alle an
derselben Stelle in der WGTS starten und betrachte davon die relative Anzahl
detektierter Elektronen (frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff ).

Im Folgenden wird von der bayesschen Sichtweise Gebrauch gemacht.

Die Transmissionsfunktion berücksichtigt keine Stöße mit Molekülen in der WGTS
und geht somit von einer idealisierten Quelle aus. Erst bei der Antwortfunktion (siehe
Abschnitt 4.2) werden Energieverluste durch elastische und inelastische Streuprozes-
se berücksichtigt.

Wenn ein Elektron transmittiert wird, so besitzt es definitionsgemäß in der Analy-
sierebene die geringste longitudinale kinetische Energie auf seiner Bahn durch das
Hauptspektrometer. Wenn dieses Elektron nicht transmittiert wird, dann aus dem
Grund, dass es bereits vor Erreichen der Analysierebene reflektiert wird3. Zusam-
mengefasst kann gesagt werden, dass eine Transmission genau dann stattfindet, wenn
E
‖
A aus Gleichung (4.1) in der Analysierebene einen positiven, das heißt physikalisch

sinnvollen Wert annimmt. Dies drückt die Transmissionsbedingung4

E
‖
A > 0 (4.2)

aus. Unabhängig vom Startwinkel Θ0 des Elektrons findet für negative Überschuss-
energien (E0 − qU) keine Transmission statt, da in diesem Fall auch bei Θ0 = 0 ◦,

also bei gesamter kinetischer Startenergie in longitudinaler Richtung E
‖
0 = E0 , die

Gegenspannung zu groß für eine Transmission ist. Dagegen findet für Überschuss-
energien oberhalb der Energieauflösung5 ∆E eine Transmission sicher statt. Die
kinetische Startenergie E0 reicht dabei aus, um auch bei maximalem Startwinkel
Θmax

0 die Gegenspannung überwinden zu können. Die wesentliche Berechnung der
Transmissionsfunktion beschränkt sich somit auf Überschussenergien zwischen 0 und
∆E. Schematisch ist die Transmissionsfunktion in Abb. 4.4 zu sehen.

Bei folgender Betrachtung sei der Startwinkel Θ0 eines in der WGTS startenden
Elektrons zwischen Null und Θmax

0 und ansonsten nicht näher bekannt. Die Über-
schussenergie soll nun im Bereich zwischen Null und der Energieauflösung ∆E liegen:

0 ≤ Θ0 < Θmax
0

0 < (E0 − qU) < ∆E .
(4.3)

Dann besitzt dieses Elektron eine durch die Transmissionsfunktion bestimmte Trans-
missionswahrscheinlichkeit T mit 0 < T < 1. Mit gegebener Startenergie E0 und
gegebenen Quell- und Spektrometerparametern α ≡ α1, α2, . . ., welche bestimmte

3Es seien hier lediglich Startwinkel berücksichtigt, die kleiner als der maximale Startwinkel Θmax
0

sind. Für alle größeren Startwinkel wird das Elektron unabhängig von seiner Startenergie durch
das Magnetfeld des Pinch-Magneten reflektiert (vgl. Abschnitt 2.1.1).

4Der Grenzfall E
‖
A = 0 hat keinen Einfluss auf die Transmissionsfunktion und könnte ebenso

in die Transmissionsbedingung mit aufgenommen werden, wie es beispielsweise in [18] gehandhabt
wird.

5Zur Energieauflösung sei auf Abschnitt 2.1.1 verwiesen.
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Abbildung 4.4: Die Transmissionsfunktion - schematischer Verlauf. Für ne-
gative Überschussenergien ist die Transmissionswahrscheinlichkeit Null. Für Über-
schussenergien größer als ∆E ist die Transmissionswahrscheinlichkeit 100 %. Den hier
linearisierten Verlauf dazwischen gilt es genau zu berechnen.

Konfigurationen wie beispielsweise Magnetfelder oder die eingestellte Gegenspan-
nung U charakterisieren, kann über die Transmissionsbedingung (4.2) ein Startwin-
kel Θgrenz

0 (E0,α) berechnet werden, bis zu welchem eine Transmission stattfindet
(siehe Gl. (4.7)). Je größer E0 bei sonst identischen Parametern ist, desto weiter
nähert sich Θgrenz

0 dem generellen Maximalwinkel Θmax
0 an.

Man geht nun von einer bekannten, vom Polarwinkel Θ abhängigen Winkelverteilung
ω(Θ) der startenden Elektronen mit folgender Normierung aus:

Θmax
0∫

Θ=0

ω(Θ) dΘ = 1 . (4.4)

Die Transmissionsfunktion kann durch Integration der Winkelverteilung ω(Θ) von 0
bis Θgrenz

0 (E0,α) angegeben werden [47, 48]:

T :=

Θgrenz
0∫

Θ=0

ω(Θ) dΘ . (4.5)

Diese Gleichung liefert die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron unter Vorausset-
zung (4.3) transmittiert wird.
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4.1.3 Transmissionsfunktion - explizite Berechnung

Aus der Transmissionsbedingung (4.2) folgt zusammen mit der Relation (4.1) eine
Transmissionsbedingung für den Startwinkel:

Θ0 < arcsin

√
E0 − qU
E0

B0

BA

(γA + 1)

(γ0 + 1)
. (4.6)

Für den Grenzfall Θ0 → arcsin
√

(. . .) und unter zusätzlicher Berücksichtigung der
Relation (2.4) für den Lorentzfaktor γ erhält man den Grenzwinkel6

Θgrenz
0 = arcsin

√
E0 − qU
E0

B0

BA

2mc2

(2mc2 + E0)
(4.7)

mit der Ruhemasse m des Elektrons. Alle Startwinkel bis Θgrenz
0 führen innerhalb

der Rahmenbedingungen (4.3) zu einer Transmission.

Verwendet man, wie in Abschnitt 1.3 behandelt, eine gemäß Gl. (4.4) normierte
isotrope Winkelverteilung7 ω(Θ) = (1 − cos Θmax

0 )−1 sin Θ, so ergibt dies in Gl.
(4.5) eingesetzt folgende Transmissionsfunktion:

T =

Θgrenz
0∫

Θ=0

sin Θ

1− cos Θmax
0

dΘ

=
1−

√
1− sin2 Θgrenz

0

1−
√

1− sin2 Θmax
0

. (4.8)

Nun können der Ausdruck für Θgrenz
0 mit (4.7) und Θmax

0 mit (2.6) ersetzt werden.
Man gelangt unter Einbeziehung sämtlicher möglicher Überschussenergien auch au-
ßerhalb der Grenzen 0 < (E0 − qU) < ∆E zur relativistischen Transmissions-
funktion des KATRIN-Experiments8

T (E0, qU) =



0 , (E0 − qU) ≤ 0

1−
√

1− E0−qU
E0

B0

BA

2mc2

(2mc2+E0)

1−
√

1− B0

BP

, 0 < (E0 − qU) < ∆E

1 , (E0 − qU) ≥ ∆E .

(4.9)

Der Einfluss durch die relativistische Berechnung äußert sich insbesondere bei der
Energieauflösung. Mit der Ruheenergie mc2 ≈ 511 keV des Elektrons [49] und einer

6Der Lorentzfaktor γA wurde für die hier relevanten Überschussenergien (E0− qU)� E0 gleich
eins gesetzt.

7Über den Azimutalwinkel Φ wurde bereits integriert.
8Eine alternative Herleitung ist für den klassichen Grenzfall in [18] zu finden.
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Abbildung 4.5: Der relativistische Einfluss auf die Transmissionsfunktion.
Bei relativistischer Rechnung vergrößert sich die Breite der Transmissionsfunktion
∆E um knapp 2 % . Für die Kurve wurden KATRIN-Standardparameter (siehe [5])
verwendet.

Startenergie von E0 = 18575 eV erhält man eine Verbreiterung der Energieauflösung
um etwa 1,82 % gegenüber der klassischen Betrachtungsweise. Für die Energieauflö-
sung bei KATRIN-Standardparametern bedeutet dies eine Verbreiterung um etwa
17 meV von ∆Eklass ≈ 929 meV auf ∆Erel ≈ 946 meV. Siehe dazu Gl. (2.7). Die
Transmissionsfunktion (4.9) sowie der relativistische Einfluss darauf sind in Abb.
4.5 dargestellt.

Die Auswirkung einer nicht-relativistischen Berechnung der Transmissionsfunktion
bzw. der weiter unten eingeführten Antwortfunktion auf die Bestimmung der Neu-
trinomasse wird in Abschnitt 4.2.1 diskutiert.

4.1.4 Abweichungen vom Idealfall

Bei bekannter Winkelverteilung der Elektronenemission ist die Transmissionsfunk-
tion durch die Stärke und den Verlauf des elektrischen und des magnetischen Feldes
bestimmt. Besonders empfindlich reagiert sie auf die Feldkonfigurationen im Haupt-
spektrometer, das heißt auf die Beschaffenheit und die Position der Luftspulen und
Elektroden im Spektrometertank. Wie in Abschnitt 4.1 beschrieben, beeinflusst eine
Veränderung der Feldkonfigurationen beispielsweise die genaue Lage der Analysiere-
bene und ebenso deren Abhängigkeit vom Startwinkel Θ0 .
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Abbildung 4.6: Magnetfeldstärke in der WGTS in Abhängigkeit der z-Ko-
ordinate. Aus [35], modifiziert. Speziell an den äußeren Rändern und etwa 1,75 m
in beide Richtungen vom Mittelpunkt entfernt sind Inhomogenitäten zu erkennen.

Segmentierung des Startvolumens

Selbst bei einer winkelunabhängigen Analysierebene genügt es nicht, die KATRIN-
Transmissionsfunktion (4.9) global für das Gesamtexperiment zu berechnen. Viel-
mehr ist es erforderlich, aufgrund des technisch realisierbaren elektrischen und ma-
gnetischen Feldes zwischen verschiedenen Segmenten9 der WGTS, in denen Elektro-
nen starten, zu differenzieren.

Dies hat zwei Gründe:

1. Zum einen sind in der WGTS das Potential U0 und die Magnetfeldstärke B0

nur näherungsweise konstant. Vor allem hängt B0 vom genauen Startpunkt
der Elektronen ab. Entscheidend ist dabei die z-Koordinate, wie in Abb. 4.6
zu sehen.

2. Zum anderen können UA und BA ebenfalls variieren. Es ist entscheidend, wo
die jeweils betrachtete Teilchenbahn die Analysierebene durchstößt10. Abb. 4.7
veranschaulicht das Abbildungsverhalten der WGTS auf die Analysierebene
bzw. auf den Pixeldetektor. Das Potential und die Magnetfeldstärke der Ana-
lysierebene sind hauptsächlich von der radialen Position des Analysierpunkts
abhängig [45, 50]. Solche Inhomogenitäten ∆UA und ∆BA des Potentials bzw.
der magnetischen Feldstärke innerhalb der Analysierebene führen dazu, dass

9Siehe dazu Abschnitt 3.2.
10vgl. Analysierpunkt rA aus Abschnitt 4.1.1.
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Abbildung 4.7: Abbildungsverhalten der WGTS auf die Analysierebene
bzw. auf den Pixeldetektor. Aus [35], modifiziert. Abhängig vom betrachteten
Startvolumen des Elektrons durchstößt die Teilchenbahn im Fall einer Transmission
die Analysierebene in einem bestimmten, eingeschränkten Bereich. Den Detektor trifft
das Elektron auf einem entsprechenden Pixel.

verschiedene Analysierpunkte mit unterschiedlichen Transmissionsfunktionen
einhergehen. Abb. 4.8 illustriert den Einfluss dieser Inhomogenitäten auf die
Transmissionsfunktionen gemäß Gl. (4.9).

Die Segmentierung des Pixeldetektors (vgl. Abb. 2.5) erlaubt eine Zuordnung von
detektierten Elektronen und deren Startvolumen in der WGTS. Gleichermaßen kann
eine Fläche zugeordnet werden, in welcher die Elektronen die Analysierebene passier-
ten. Das zugeordnete Startvolumen erstreckt sich jedoch über die gesamte Längsach-
se der WGTS (siehe Abb. 4.7). Somit können zwar Transmissionsfunktionen11 mit
unterschiedlichen Werten für UA und BA mit einer gewissen Auflösung unterschie-
den werden, eine differenzierte Zuordnung von U0 und B0 ist dagegen nicht möglich.
Zur Berücksichtigung von Feldinhomogenitäten im Startvolumen und in der zuge-
hörigen Teilfläche der Analysierebene wird eine Mittelung verschiedener Transmis-
sionsfunktionen für Elektronen aus unterschiedlichen Bereichen des Startvolumens
vorgenommen. Dies verbreitert die resultierende Transmissionsfunktion und ist da-
her bei der Simulation von KATRIN-Messungen zu berücksichtigen. Zur Mittelung
wird das Startvolumen in kleinere Segmente unterteilt. Für j Segmente werden die
jeweils zugehörigen Transmissionsfunktionen Tj berechnet und zur Mittelung mit ei-
nem Gewichtungsfaktor gj versehen. Dieser Gewichtungsfaktor trägt dem Umstand
Rechnung, dass aus unterschiedlichen Segmenten im zeitlichen Mittel unterschied-
lich viele Elektronen emittiert werden, die zur Messung beitragen. Der Faktor gj soll

11Sobald Energieverluste durch Streuung an den Tritiummolekülen nicht mehr vernachlässigt
werden können, misst man Antwortfunktionen (siehe Abschnitt 4.2) anstelle der Transmissions-
funktionen. Das Konzept der Segmentierung kann jedoch gleichermaßen angewandt werden.
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Abbildung 4.8: Auswirkung von Potential- und Magnetfeldinhomogenitä-
ten innerhalb der Analysierebene. Aus [5], modifiziert. Abb. a) zeigt den
Einfluss von ∆UA: Geht man fälschlicherweise von einem globalen qU aus, so wird die
Transmissionsfunktion abhängig von rA verschoben, behält jedoch ihre Form. Abb.
b) zeigt den Einfluss von ∆BA: Breite und Verlauf der Transmissionsfunktion werden
beeinflusst, nicht jedoch die Stelle beginnender Transmission.

deshalb proportional zu dieser Anzahl Nj von Elektronen des j-ten Segments sein.
Proportional zu Nj ist sowohl die Säulendichte (ρd)j des Segments j als auch der
Raumwinkel Ωj = 2π(1 − cos(Θmax

0 )j), welcher durch Θ0 = (Θmax
0 )j begrenzt wird.

Wegen Ωj ∝ (1− cos(Θmax
0 )j) ist

gj = (ρd)j ·
(

1− cos (Θmax
0 )j

)
(4.10)

eine mögliche Realisierung des Gewichtungsfaktors. Die gemittelte Transmissions-
funktion T berechnet sich dann zu

T =
g1 · T1 + g2 · T2 + . . .∑

j

gj
. (4.11)

Um die Inhomogenitäten der Magnetfeldstärke in der WGTS (vgl. Abb 4.6) zu be-
rücksichtigen, wird das Startvolumen longitudinal in einzelne Segmente unterteilt.
Zur Berücksichtigung der Inhomogenitäten ∆UA und ∆BA innerhalb der Analy-
sierebene ist eine zusätzliche radial-azimutale Unterteilung des Startvolumens erfor-
derlich. Dazu ist eine sehr genaue Kenntnis der Inhomogenitäten innerhalb kleiner
Teilflächen vonnöten. Es kann beispielsweise mit einer winkelselektiven Elektronen-
kanone, ähnlich der aus Abschnitt 5.1, eine präzisere Vermessung der Inhomoge-
nitäten in der Analysierebene durchgeführt werden. Siehe dazu [48]. Entsprechend
der Unterteilung des Detektors in 148 flächengleiche Pixel (siehe Abschnitt 2.2.4)
kann eine Abschätzung der Teilfläche innerhalb der Analysierebene erfolgen, die ei-
nem Pixel beziehungsweise einem Startvolumen zuzuordnen ist: Bei einem Radius
der Analysierebene von 4,5 m wie in Abb. 4.7 ist diese Teilfläche etwa 0,43 m2 groß.
Verschiedene Transmissionsfunktionen, welche mit unterschiedlichen Analysierpunk-
ten dieser Teilfläche korrespondieren, können vom Detektor nicht weiter aufgelöst
werden, weshalb zusätzlich segmentiert und wie in Gl. (4.11) gemittelt werden sollte.
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Restunschärfe

Es bleibt zu erwähnen, dass die Resultate durch die beschriebenen Mittelungen in
ihrer Güte beschränkt sind, selbst bei präziser Kenntnis der Magnetfeldstärke und
Dichteverteilung in der WGTS sowie der Inhomogenitäten in der Analysierebene.
Grund hierfür ist die Tatsache, dass auch Elektronen, die alle an einem fixen Punkt
in der Quelle mit einem ebenso fixen Winkel Θ0 starten, unterschiedliche Analy-
sierpunkte haben können. Dies wiederum liegt daran, dass die Elektronen Zyklo-
tronbahnen mit einem Zyklotronradius rA in der Analysierebene beschreiben. Da
der azimutale Startwinkel Φ0 alle Werte zwischen Null und 2π annehmen kann,
können diese Elektronen sämtliche Analysierpunkte innerhalb einer Kreisfläche mit
dem Radius 2 · rA besitzen. Siehe dazu Abb. 4.9. Mit der Bewegungsgleichung für
ein geladenes Teilchen in äußeren Feldern [16] und der relativistischen adiabatischen
Transformation (2.5) erhält man

rr =

√
E⊥P · (EP/c2 +m)

q2BPBr
(4.12)

mit der Ruhemasse m , dem lokalen Zyklotronradius rr sowie der lokalen Magnet-
feldstärke Br des Elektrons. Diese Gleichung besagt, dass der Zyklotronradius eines
unter festem Winkel in der WGTS gestarteten Elektrons proportional zu (Br)

− 1
2

ist und sein Maximum deshalb bei minimaler Magnetfeldstärke vorliegt. Unter Ver-
wendung von KATRIN-Standardparametern ergibt sich für den Grenzfall12 E⊥P =
EP = 18575 eV ein Zyklotronradius in der Analysierebene von rA ≈ 8 mm. Dies
führt zu einer Fläche von etwa 0,8 · 10−3 m2 in der Analysierebene, auf welcher ein
punktförmiges Segment der WGTS abgebildet wird. Eine Segmentierung der WGTS
mit einer einhergehenden Segmentierung der Analysierebene kann deshalb nur sinn-
voll sein, wenn die resultierenden Teilflächen deutlich größer als 0,8 · 10−3 m2 sind.
Angesichts der korrespondierenden Fläche eines Detektorpixels von 0,43 cm2 in der
Analysierebene ist der Zyklotronradius in guter Näherung vernachlässigbar.

12Dies bedeutet, dass die Elektronen mit Θ0 = Θmax
0 starten.
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Abbildung 4.9: Die Ausdehnung der Fläche, in welcher Elektronen mit
fixem Startpunkt beim Durchqueren der Analysierebene lokalisiert sein
können. Starten diese Elektronen zusätzlich mit fixem Azimutwinkel Φ0, so liegen
die möglichen Analysierpunkte auf einem Kreisring mit dem Zyklotronradius rA. Da
jedoch alle Azimutwinkel erlaubt sind, bilden die möglichen Analysierpunkte einen
Kreis mit doppeltem Zyklotronradius. Durch die Mitte der zur Veranschaulichung
dargestellten Teilringe aus dem rechten Kreis verläuft die jeweils führende Magnetfeld-
linie. Beispielhaft sind die Kreise im Maßstab 1:1 für drei unterschiedliche Startwinkel
Θ0 dargestellt.
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4.2 Die Antwortfunktion

Bei der Antwortfunktion des KATRIN-Experiments gelten grundsätzlich alle Vor-
überlegungen zur Transmission aus Abschnitt 4.1.1, nun jedoch mit zusätzlicher Be-
rücksichtigung von elastischen und inelastischen Streuprozessen in der Tritiumquelle.
Die Auswirkung der durch Streuprozesse verursachten Winkeländerungen wird hier
bei der mathematischen Beschreibung außer Acht gelassen. Berücksichtigt werden
hingegen Energieverluste gemäß der Energieverlustfunktion (siehe Abschnitt 3.1).

4.2.1 Näherungsweise Berechnung

Es seien die Potentiale U0 und UA sowie die Magnetfeldstärken B0 und BA bei
Betrachtung eines Segments der WGTS als konstante Parameter angenommen. Dann
ergibt sich für die Antwortfunktion dieses Segments nach [5]:

R(E0, qU) :=

+∞∫
−∞

dε T (E0 − ε, qU) · {P0 · δ(ε) + P1 · f(ε) + P2 · (f ⊗ f)(ε) + . . .}

=

E0−qU∫
ε=0

dε
Nstreu∑
i=0

T (E0 − ε, qU) · Pi · fi(ε) (4.13)

mit den Streufunktionen:

f0(ε) := δ(ε)
f1(ε) := f(ε)
f2(ε) := (f ⊗ f)(ε)
f3(ε) := (f ⊗ f ⊗ f)(ε)
. . . .

(4.14)

Dabei bezeichnet δ(ε) die Dirac’sche Delta-Distribution [51] und f(ε) die Ener-
gieverlustfunktion aus Abschnitt 3.1. Die mittleren Streuwahrscheinlichkeiten Pi
werden weiter unten eingeführt. Der Operator ⊗ bezeichnet die mathematische Fal-
tung, welche folgendermaßen definiert ist [51]:

(f ⊗ g)(x) :=

+∞∫
−∞

f(x− ε) · g(ε) dε . (4.15)

Es seien f und g zwei Funktionen beziehungsweise Distributionen mit (f, g : R 7→
C). Aufgrund der Integration ist die Faltung bezüglich f und g eine assoziative,
kommutative und distributive Operation.

Die Antwortfunktion resultiert bei fixer Retardierungsenergie qU aus einer Faltung
der Transmissionsfunktion T mit der Summe

P0 · f0(ε) + P1 · f1(ε) + P2 · f2(ε) + . . . . (4.16)
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Die einzelnen Terme der Summe (4.16) beschreiben die Energieverluste durch (mehr-
fache) Streuungen: Der Term P0 · f0(ε) berücksichtigt den Anteil der ungestreuten
Elektronen, P1 · f1(ε) den Anteil einfach gestreuter Elektronen und so weiter. Der
ganzzahlige Parameter Nstreu aus Gl. (4.13) gibt an, bis zu welchen Ordnungen die
Streuungen berücksichtigt werden. Aus der Definition der Streufunktionen fi(ε) ist
ersichtlich, dass jeder Term Pi · fi(ε) eine i−fache Faltung mit der Energieverlust-
funktion f(ε) bewirkt, was einem Energieverlust durch i−fache Streuung entspricht.
Gäbe es beispielsweise lediglich monochromatische Energieverluste der Größe ε′ , so
hätte die auf eins normierte Energieverlustfunktion die Form einer Delta-Distribu-
tion f(ε) ≡ δ(ε− ε′) und würde bei einer Faltung mit der Transmissionsfunktion T
lediglich eine Verschiebung um ε′ bewirken. Dies hätte zur Folge, dass die Transmis-
sion einzelner Elektronen erst bei einer um ε′ erhöhten Startenergie beginnen würde,
da genau dann eine Kompensation des Energieverlustes stattfände.

Die Integrationsgrenzen in Gl. (4.13) kommen dadurch zustande, dass außerhalb
der Grenzen jeweils ein Teilintegrand verschwindet: Bei ε ≤ 0 ist f = 0, da es keine
negativen Energieverluste gibt, und für ε > (E0 − qU) ist T = 0 (siehe (4.9)).

Bei einer Auftragung der Antwortfunktion über der Überschussenergie wie in Abb.
4.10 handelt es sich strenggenommen nicht mehr um eine Faltung von T mit den
Termen Pi · fi(ε) wie oben beschrieben, da nun qU anstelle von E0 variiert wird13.
Jedoch besitzt die Transmissionsfunktion aus Gl. (4.9) bei großen Startenergien
E0 ≈ 18,6 keV in erster Näherung eine effektive Abhängigkeit von der Überschusse-
nergie (E0−qU), sodass das Resultat von demjenigen einer Faltung nur unwesentlich
abweicht.

Wie bereits bei der Transmissionsfunktion in Abschnitt 4.1.4 beschrieben, kann ana-
log zu T eine mittlere Antwortfunktion R für ein segmentiertes Startvolumen in der
Quelle berechnet werden.

Streuwahrscheinlichkeiten

Die longitudinale Unterteilung des zu einem Detektorpixel gehörigen Startvolumens
ist in diesem Fall noch wichtiger als bei der Transmissionsfunktion, da das nun
berücksichtigte Streuverhalten der Elektronen von der Startposition in der WGTS
abhängt.

Aufgrund der sehr geringen Wahrscheinlichkeit14 einer Streuung pro Tritiummolekül
folgt die Anzahl i der Streuprozesse eines Elektrons aus dem betrachteten Segment
der WGTS einer Poissonverteilung mit den Streuwahrscheinlichkeiten

Pi := exp(−σ · ρdeff)
(σ · ρdeff)i

i!
(4.17)

13Bei der späteren Messung des Tritiumspektrums kann ebenfalls nur qU variiert werden.
14Man beachte dazu die Größenordnung des Wirkungsquerschnitts O(σ) = 10−22m2 (vgl. Ab-

schnitt 3.1).
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Abbildung 4.10: Die Antwortfunktion mit der näherungsweisen Berech-
nung aus Gl. (4.13) und der Energieverlustfunktion aus Abschnitt 3.1. Dar-
gestellt ist eine Mittelung aus zehn verschiedenen Antwortfunktionen einzelner Seg-
mente bzw. Slices (vgl. Abb. 3.2). Deutlich zu sehen ist ein Anstieg im Bereich einer
Überschussenergie von etwa 12,5 eV durch einsetzende inelastische Einfachstreuung.
Etwas schwächer fällt der Anstieg durch einsetzende inelastsiche Zweifachstreuung im
Bereich von (E0 − qU) ≈ 25 eV aus.
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und der darin enthaltenen effektiven Säulendichte

ρdeff(z,Θ0) :=
1

cos Θ0

zmax∫
z=z′

ρ(z′) dz′ , (4.18)

die das Elektron in der Quelle passiert [34]. Dabei ist z die z-Koordinate des Elek-
tron-Startpunkts innerhalb der Quelle und zmax die z-Koordinate des Übergangs
von der WGTS zur Transportsektion (vgl. Abb. 2.2). Der Parameter σ gibt den
kompletten Wirkungsquerschnitt aller möglichen Streuprozesse an, welche in der
Energieverlustfunktion berücksichtigt sind.

Entscheidend bei der Berechnung der Antwortfunktion aus Gl. (4.13) sind die mitt-
leren Streuwahrscheinlichkeiten

Pi ≡ Pi(z) :=

Θmax
0∫

Θ=0

ω(Θ) · Pi(z,Θ) dΘ

ω(Θ) isotrop
=

1

1− cos Θmax
0

Θmax
0∫

Θ=0

sin(Θ) · Pi(z,Θ) dΘ , (4.19)

welche die Beiträge der i−fach-Streuungen gemäß ihres mittleren Auftretens gewich-
ten. Eine Mittelung der Streuwahrscheinlichkeiten ist trotz Betrachtung eines festen
Startpunkts15 erforderlich, da die effektive Säulendichte (siehe Gl. (4.18)) und somit
die Streuwahrscheinlichkeiten vom Startwinkel Θ0 abhängen. In Abb. 4.11 ist die
Winkelabhängigkeit der Streuwahrscheinlichkeiten dargestellt. Integriert wird das
Produkt aus Streuwahrscheinlichkeit Pi und normierter isotroper Winkelverteilung
(1− cos Θmax

0 )−1 sin Θ über alle zur Transmission beitragenden Startwinkel.

Gültigkeit nur bei kleinem Maximalwinkel

Da nur die gemittelten Streuwahrscheinlichkeiten Pi als Faktoren in die Antwort-
funktion aus Gl. (4.13) eingehen, berechnet sich hier jeder Summand durch eine
Faltung der Transmissionsfunktion T mit der jeweiligen Streufunktion fi . Das Er-
gebnis dieser Faltung wird anschließend mit der entsprechenden mittleren Streuwahr-
scheinlichkeit Pi multipliziert. Dadurch wird jedoch vernachlässigt, dass Elektronen
mit kleinem Startwinkel Θ0 beispielsweise eine höhere Wahrscheinlichkeit P0(Θ0)
besitzen, ungestreut zu bleiben, als Elektronen mit größerem Startwinkel. Die Win-
kelverteilung der ungestreuten Elektronen ist somit nicht mehr isotrop. Dies ändert
die Form des ersten Summanden. Ähnlich kann bei den weiteren Summanden argu-
mentiert werden. Der folgende Abschnitt beschreibt die erforderlichen Änderungen
bei der Berechnung der Antwortfunktion. Gl. (4.9) stellt somit lediglich eine Nä-
herung für kleine Maximalwinkel Θmax

0 oder schnell abfallende Winkelverteilungen

15Bei ausreichend kleinen Segmenten kann als Startpunkt der Elektronen die Mitte des betrach-
teten Segments herangezogen werden.
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Abbildung 4.11: Die Abhängigkeit der Streuwahrscheinlichkeiten Pi vom
Startwinkel Θ0. Das obere Diagramm zeigt den Verlauf der Streuwahrscheinlichkei-
ten P0 bis P4 bei variablem Startwinkel. Das Säulendiagrammm stellt P0 bis P7 gemäß
einer Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung dar und unterscheidet zwischen den Extrem-
fällen Θ0 = 0◦ und Θ0 = 51◦ . Die Anzahl von Streuprozessen ist poissonverteilt mit
einer Varianz bzw. einem Erwartungswert von (σ · ρdeff). Für diese Darstellung wurde
der komplette Wirkungsquerschnitt σtot ≈ 3,7 ·10−22 m2 (vgl. Abschnitt 3.1) und eine
effektive Säulendichte von ρdeff(Θ0) = 5 · 1021 · (cos Θ0)−1 m−2 verwendet. Auf das
KATRIN-Experiment bezogen, entspricht dies dem Beschuss mit einer Elektronenka-
none (vgl. Kap. 5), sodass alle Elektronen die komplette WGTS mit einer effektiven
Säulendichte ρdeff(z = const,Θ0 = const) durchqueren.
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dar, sodass die Winkelabhängigkeit16 der Streuwahrscheinlichkeiten kaum zum Tra-
gen kommt.

4.2.2 Exakte Berechnung

Da sowohl die Winkelverteilung ω(Θ0) der Elektronen als auch die Streuwahrschein-
lichkeiten Pi(Θ0) eine Abhängigkeit von Θ0 aufweisen, darf die Integration über alle
beitragenden Startwinkel nicht separat für ω(Θ0) und Pi(Θ0) ausgeführt werden.
Daher kann bei der korrekten Berechnung der Antwortfunktion nicht, wie bisher,
auf die Transmissionsfunktion T aus Gl. (4.9) zurückgegriffen werden.

Modifizierte Transmissionsfunktionen

Die bisherige Notation zur Berechnung der Antwortfunktion kann beibehalten wer-
den, sofern man in Gl. (4.13) die Transmissionsfunktion T durch modifizierte Trans-
missionsfunktionen T ∗i ersetzt. Es ergibt sich die Antwortfunktion eines Segments
mit beliebig großem Maximalwinkel Θmax

0 :

R∗(E0, qU) :=

E0−qU∫
ε=0

dε
Nstreu∑
i=0

T ∗i (E0 − ε, qU) · Pi · fi(ε) . (4.20)

Sofern bei der allgemeinen Berechnungsformel der Transmission (4.8) die winkel-
abhängigen Streuwahrscheinlichkeiten Pi(Θ0) in den Integranden mit aufgenommen
werden, erhält man die benötigten modifizierten Transmissionsfunktionen

T ∗i (E0, qU) :=



0 , (E0 − qU) < 0
Θgrenz

0 (E0,qU)∫
Θ=0

(sin Θ) · Pi(Θ)

(1− cos Θmax
0 ) · Pi

dΘ , 0 ≤ (E0 − qU) < ∆E

1 , (E0 − qU) ≥ ∆E

(4.21)

mit dem Grenzwinkel Θgrenz
0 aus Gl. (4.7) und den gemittelten Streuwahrschein-

lichkeiten aus Gl. (4.19). Diese modifizierten Transmissionsfunktionen T ∗i weisen
gegenüber der bisherigen Transmissionsfunktion T eine ähnliche Gestalt auf: In bei-
den Fällen sind die Funktionen für negative Überschussenergien Null sowie konstant
eins für größere Überschussenergien als ∆E. Die entscheidende Änderung gegenüber
T sind die Verläufe von T ∗i für 0 ≤ (E0 − qU) < ∆E. Abb. 4.12 zeigt die T ∗i der
ersten vier Werte für i. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich die Verläufe einzelner
T ∗i stark unterscheiden, weshalb die bisherige Verwendung einer einzelnen Funkti-
on T eine erhebliche Näherung darstellt. Eine äquivalente Sichtweise zur korrekten
Berücksichtigung winkelabhängiger Streuwahrscheinlichkeiten wurde bereits in [52]
vorgestellt.

16Bei Taylorentwicklung der Streuwahrscheinlichkeiten um Θ0 = 0 ergibt sich erst in zweiter
Ordnung eine Winkelabhängigkeit.
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Abbildung 4.12: Die modifizierten Transmissionsfunktionen T∗i . Aufgetragen
sind die T ∗i mit i = 0, 1, 2, 3 für Überschussenergien zwischen Null und einem Elektro-
nenvolt unter Verwendung der KATRIN-Standardparameter und einer Segmentierung
der WGTS in zehn Slices.

Zur Interpretation der modifizierten Transmissionsfunktionen werden zunächst nur
alle ungestreuten Elektronen betrachtet. Diese besitzen die modifizierte Transmis-
sionsfunktion T ∗0 . Unter Verwendung von Simulationsparametern wie in Abb. 4.12
ergibt sich bei einer eingestellten Überschussenergie von 0,6 eV eine Transmissions-
wahrscheinlichkeit der ungestreuten Elektronen von etwa 60 % . Zum Vergleich wer-
den nun lediglich alle dreifach gestreuten Elektronen mit der modifizierten Trans-
missionsfunktionen T ∗3 betrachtet. Bei einer Überschussenergie von erneut 0,6 eV
besitzen diese Elektronen trotz identischem Grenzwinkel Θgrenz

0 (E, qU) eine Trans-
missionswahrscheinlichkeit von unter 50 % . Dies ist darauf zurückzuführen, dass die
Winkelverteilung aller ungestreuten Elektronen nicht isotrop ist: Elektronen, die bei
kleineren Winkeln Θ0 starten, besitzen gegenüber größeren Startwinkeln eine hö-
here Wahrscheinlichkeit P0 ungestreut zu bleiben. Dementsprechend werden diese
Elektronen im Vergleich zur isotropen Verteilung vermehrt unter kleinen Winkeln
emittiert. Analoge Argumentationen lassen sich für die Betrachtung mehrfach ge-
streuter Elektronen finden.

Die Hypothese, dass die winkelabhängigen Streuwahrscheinlichkeiten Pi(Θ) bereits
bei der Berechnung der Transmissionsfunktionen berücksichtigt werden müssen,
kann durch eine Monte-Carlo-Simulation mit KASSIOPEIA17 verifiziert werden.

Zum Vergleich beider Berechnungsweisen der Antwortfunktion R bzw. R∗ ist in Abb.
4.13 die relative Abweichung von R∗ zu R aufgetragen. Zu erkennen ist, dass die

17Zu KASSIOPEIA siehe Abschnitt 3.3.
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weitaus größten Abweichungen von über 15 % bei minimal positiven Überschussener-
gien vorliegen. Dies liegt daran, dass in diesem Bereich aufgrund nicht vorhandener
inelastischer Streuung jeweils der erste Term P0 ·T bzw. P0 ·T ∗0 aus den Gleichungen
(4.13) und (4.20) dominiert, wobei die darin enthaltenen Funktionen T und T ∗0 für
0 ≤ (E0 − qU) < ∆E einen deutlich unterschiedlichen Verlauf besitzen. In Abb.
4.14 sind die Antwortfunktionen R und R∗ für kleine Überschussenergien bis 1 eV
zusammen aufgetragen, wobei hier deutlich eine absolute Abweichung zu erkennen
ist. Die relative Abweichung von R∗ zu R liegt für größere Überschussenergien bei
weniger als 1,5 Promille (vgl. Abb. 4.13, unten).

Im aktuellen Programmpaket Source Spectrum Calculations18 (SSC) ist neben der
bisherigen Antwortfunktion R nun auch R∗ als Klasse implementiert.

4.2.3 Einfluss auf die Bestimmung der Neutrinomasse

Im Folgenden wird untersucht, welche Einflüsse die Berechnungsweise der Antwort-
funktion auf die Bestimmung der Neutrinomasse hat. Dazu werden, wie in Abschnitt
3.4.1 beschrieben, mindestens 1000 KATRIN-Messungen mit einer bestimmten Ant-
wortfunktion simuliert und anschließend auf Grundlage einer veränderten Antwort-
funkton analysiert. Für die simulierten Messungen wird stets die Antwortfunktion
aus Gl. 4.20 verwendet und eine Neutrinomasse von mν = 0 eV angenommen. Der
Fitparameter m2

ν der einzelnen Analysen führt dann zu einer resultierenden syste-
matischen Unsicherheit ∆m2

ν . Sämtliche Ergebnisse inklusive verwendeter Parameter
sind tabellarisch im Anhang A.1.1 zu finden.

Berechnungsweise aus dem KATRIN Design Report

Zunächst wird der Einfluss auf m2
ν durch Analyse mit der genäherten Antwortfunk-

tion aus Gl. (4.13) untersucht. In Abb. 4.13 ist zu sehen, dass die weitaus größ-
te Abweichung durch die genäherte Berechnungweise bei minimalen Überschusse-
nergien vorliegt. Das integrierte β-Spektrum wird durch diese Abweichung an je-
der Stelle qU beeinflusst. Somit ist eine resultierende systematische Unsicherheit
für alle Analyseintervalle zu erwarten. Es ist eine deutliche Abhängigkeit von der
Größe des Analyseintervalls festzustellen: Während bei einem Analyseintervall von
10 eV mit ∆m2

ν = (+1 ± 1) · 10−3 (eV)2 keine aussagekräftige systematische Unsi-
cherheit auf m2

ν induziert wird, ergeben sich deutliche Unsicherheiten bei Vergrö-
ßerung des Analyseintervalls. Bei dem größten betrachteten Analyseintervall von
40 eV bewirkt die genäherte Antwortfunktion eine systematische Unsicherheit von
∆m2

ν = (+11,4 ± 0,3) · 10−3 (eV)2, was bereits in der Größenordnung der entspre-
chenden statistischen Unsicherheit von σstat = (0,149±0,0003) (eV)2 liegt. Die große
Abhängigkeit zwischen ∆m2

ν und dem Analyseintervall rührt offenbar daher, dass es
sich, wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, um vier unterschiedlich stark korrelierte
Fitparameter handelt. Auffällig bei den zuletzt genannten Analyseintervallen ist,
dass der Fitparameter der Amplitude im Fall des 10 eV-Analyseitervalls einen Wert
von 1,00007± 0,00007 aufweist und im Fall des 40 eV-Analyseintervalls einen Wert
von 0,9994887 ± 0,000008, also deutlich kleiner. Eine Vorhersage des Fitverhaltens
erscheint hier äußerst schwierig. Weiterführende Untersuchungen in diese Richtung

18Zu SSC siehe Abschnitt 3.2.
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Abbildung 4.13: Relative Abweichung der Antwortfunktion R∗ zur Ant-
wortfunktion R für Überschussenergien zwischen Null und 50 eV. Die untere
Kurve zeigt einen vertikal vergrößerten Ausschnitt der oberen. Man beachte dazu die
Skala der Ordinate. Es wurden KATRIN-Standardparameter und eine in zehn Slices
segmentierte WGTS verwendet.
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Abbildung 4.14: Die Antwortfunktion R∗(E0,qU) im Vergleich zur genä-
herten Antwortfunktion R(E0,qU) aus Abschnitt 4.2.1. Aufgetragen sind bei-
de Funktionen für eine Überschussenergie bis 1 eV, sodass lediglich der erste Anstieg
zu sehen ist. Hier gilt R∗(E0 = const, qU) ≥ R(E0 = const, qU). In bisherigen Berech-
nungen wurde R(E0, qU) verwendet [5].
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sind zu empfehlen. In jedem Fall sollte unabhängig vom Analyseintervall die Berech-
nung der Antwortfunktion nach Gl. (4.20) angewendet werden, da auch beim 10 eV-
Analyseintervall ein größerer Wert für ∆m2

ν unter leicht veränderten Simulationspa-
rametern denkbar erscheint.

Nicht-relativistische Berechnungsweise

Der Einfluss auf m2
ν durch eine Analyse mit der Antwortfunktion nach Gl (4.20),

jedoch ohne relativistische Korrektur, weist im Gegensatz zum bisher betrachteten
Effekt kaum eine Abhängigkeit vom Analyseintervall auf: Bei einem Analyseintervall
von 10 eV ergibt sich ∆m2

ν = (−7±1) ·10−3 (eV)2, was sich im Rahmen von weniger
als einer Standardabweichung mit den Werten für die restlichen Analyseintervalle
deckt. Zu beachten ist, dass ∆m2

ν im Gegensatz zum oben genannten Fall ein negati-
ves Vorzeichen besitzt. Vorsicht ist daher geboten bei simultaner Betrachtung beider
Effekte, da sich die Auswirkungen auf m2

ν zwar teilweise aufheben können, jedoch
nicht immer in gleichem Maße. So ist dies stark vom Analyseintervall abhängig, wie
aus Tab. A.3 im Anhang A.1.1 hervorgeht. Doch selbst bei gleichem Analyseintervall
sind mit anderen Simulationsparametern, wie beispielsweise einer anderen Energie-
verlustfunktion oder einer geänderten Säulendichte, deutlich unterschiedliche Werte
für ∆m2

ν denkbar.

Bei einzelner Betrachtung der diskutierten Näherungen der Antwortfunktion wird
deutlich, dass zur Analyse der KATRIN-Hauptmessungen die Berechnungsweise aus
Gl. 4.20 verwendet werden muss. Für ein Analyseintervall von 30 eV übersteigt der
Wert für ∆m2

ν in beiden Fällen bereits die systematische Unsicherheit von ±6 ·
10−3 (eV)2, welche in [5] als Obergrenze für die Bestimmung der Antwortfunktion
angegeben ist.



5. Simulierte Messung einer
Antwortfunktion

Dieses Kapitel dient zur Vorbereitung auf die im nächsten Kapitel vorgestellte Me-
thode zur Bestimmung der Energieverlustfunktion, welche auf eine spezielle Ant-
wortfunktion zurückgreift. Diese Antwortfunktion weicht von den im letzten Kapitel
vorgestellten ab und wird unter Verwendung einer Elektronenkanone vor Beginn der
KATRIN-Hauptmessungen zu bestimmen sein. Die Elektronenkanone ist Teil des
Kalibrations- und Monitoring-Systems aus Abb. 2.2. In Abschnitt 5.1 sind die we-
sentlichen Eigenschaften und Aufgaben der Elektronenkanone zusammengefasst. Da-
bei werden jene Eigenschaften fokussiert, welche für die vorliegende Arbeit relevant
sind. Im Anschluss wird in Abschnitt 5.2 beschrieben, wie mithilfe des Programm-
pakets KASSIOPEIA die Messung einer Antwortfunktion für die Elektronenkanone
durch Teilchentracking simuliert wird. Zusätzlich werden die Streuwahrscheinlich-
keiten ermittelt und mit numerischer Berechnung verglichen.

5.1 Elektronenkanone

Eine detaillierte und aktuelle Beschreibung der oben genannten Elektronenkanone
inklusive angestrebter Spezifikationen und möglicher Anwendungsbereiche ist in [53]
zu finden.

Funktionsweise und Spezifikationen

Die Elektronenkanone wird im Rahmen der KATRIN-Kollaboration entwickelt und
basiert physikalisch auf dem photoelektrischen Effekt, welcher das Austreten
einzelner Elektronen aus dem gebundenen Zustand in einem Feststoff ermöglicht,
sobald die Energie auftreffender Photonen die nötige Austrittsarbeit für die Elek-
tronen übersteigt. Zur Bereitstellung der erforderlichen Photonen dient eine UV-
Lichtquelle. Bei dem Feststoff, aus welchem Elektronen ausgelöst werden, handelt es
sich aufgrund seiner geeigneten Austrittsarbeit um Gold. Die ausgelösten Elektronen
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Abbildung 5.1: Die Elektronenquelle der Elektronenkanone inklusive Loch-
blende. Aus [54]. Zur Einstellung verschiedener Startwinkel kann die Quelle durch
Schrittmotoren an den Halterungen geneigt werden.

werden elektrostatisch auf eine gewünschte kinetische Energie1 von etwa 18,6 keV
beschleunigt und durch ein magnetisches Feld in die WGTS geführt. Da für die
Messung der Antwortfunktion nach Abschnitt 6.3.2 Emissionsraten & 104 e− s−1 er-
forderlich sind und dazu die Photonenenergie deutlich größer als die Austrittsarbeit
gewählt werden muss, ist keine monochromatische Emission möglich. Es ergeben
sich infolge dessen Standardabweichungen sE < 0,2 eV für die resultierende Ener-
gieverteilung der Elektronen. Weiterhin ist die Elektronenkanone winkelselektiv,
sodass basierend auf einem Schrittmotor durch Neigung der Elektronenquelle unter-
schiedliche Startwinkel2 Θ0 der Elektronen eingestellt werden können (siehe Abb.
5.1). Analog zur Energie kann auch für den Startwinkel lediglich ein Erwartungs-
wert eingestellt werden, wobei hier die zugrundeliegende Winkelverteilung bei klei-
nen eingestellten Startwinkeln schmäler wird. Für die in dieser Arbeit diskutierten
Methoden ist lediglich eine Einstellung von Θ0 = 0◦ erforderlich, sodass die resul-
tierende Standardabweichung sΘ der Winkelverteilung in der WGTS < 1◦ und nach
ersten Simulationen annähernd gaußverteilt ist (siehe [53]).

Anwendungsgebiete

Anwendungsgebiete der Elektronenkanone des Kalibrations- und Monitoring-Sys-
tems sind neben der Bestimmung der Energieverlustfunktion (siehe dazu Kap. 6)
beispielsweise die Überwachung der Säulendichte3 während der KATRIN-Haupt-
messungen oder Messungen von Transmissionsfunktionen bei leerer Tritiumquelle.

1Eine kinetische Energie der Elektronen knapp oberhalb des Endpunktes des Tritiumspektrums
ist bei Messungen mit der Elektronenkanone im Falle einer gefüllten Tritiumquelle sinvoll, da an-
dernfalls lediglich eine Kombination von Elektronen der Elektronenkanone und aus Tritiumzerfällen
gemessen werden kann.

2Als Winkel der Elektronen sind die Polarwinkel gemeint, welche durch Elektronenimpuls und
Magnetfeld eingeschlossen werden.

3Der Wert Säulendichte muss nicht direkt bestimmt werden. Die Kenntnis des Produkts aus
Säulendichte und inelastischem Wirkungsquerschnitt reicht aus. Siehe dazu Abschnitt 6.1.3.
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Zusätzlich können bei hohen Emissionsraten > 106 e− s−1 Elektronenfallen identi-
fiziert und untersucht werden, welche zu einer unerwünschten Speicherung vieler
Elektronen führen.

5.2 Simulation mit Teilchentracking
Da sich die oben genannte Elektronenkanone sowie die WGTS noch im Aufbau be-
finden, wird eine Messung der Antwortfunktion simuliert. Dazu werden mit dem
Programmpaket KASSIOPEIA für die Werte 0,1 eV und 0,2 eV der Standardab-
weichung sE jeweils etwa 100 Millionen Elektronen durch die WGTS getrackt. Die
gewählte Startenergie entspricht mit 18575 eV ungefähr der Endpunktsenergie des
Tritiumspektrums. Um die Simulationsdauer zu verringern, wird eine adiabatische
Berechnungsweise nach Gl. (2.5) verwendet. Berücksichtigt werden der Verlauf des
Magnetfeldes der WGTS (vgl. Abb. 4.6) und ein eindimensionales Dichteprofil (sie-
he [55]) des Tritiumgases. Auf Grundlage der energieabhängigen elastischen und
inelastsichen Wirkungsquerschnitte finden Streuprozesse mit entsprechenden Ener-
gieverlusten und Winkeländerungen statt. Die Startposition aller Elektronen wird
fix gewählt und liegt von der DPS1-R kommend mittig am Ende des Strahlrohres
der Tritiumquelle. Die Startwinkel werden gemäß einer Gaußverteilung gewürfelt,
wobei deren Standardabweichung < 1◦ ist, sodass sich erst bei maximaler Magnet-
feldstärke in der WGTS eine Standardabweichung ≈ 1◦ ergibt. Jedes Elektron wird
so lange getrackt, bis es entweder das andere Ende des Strahlrohres der WGTS
erreicht oder zuvor infolge von Streuprozessen reflektiert wird. Informationen, wie
beispielsweise die Endposition des Elektrons, seine kinetische Energie und sein Win-
kel an dieser Endposition oder die Anzahl ereigneter Streuungen inklusive einzelner
Energieverluste und Winkeländerungen, werden gespeichert.

Bestimmung der Antwortfunktion aus den Trackingergebnissen

Zur Bestimmung der Antwortfunktion werden zunächst jene Elektronen selektiert,
welche bei ihrer Endposition einen Winkel besitzen, der entsprechend der dortigen
Magnetfeldstärke klein genug ist, um nicht durch den Pinchmagneten vor Erreichen
des Detektors reflektiert zu werden (vgl. Maximalwinkel aus Gl. (2.6)). Elektronen,
welche bereits innerhalb der WGTS reflektiert werden, sind ebenfalls von der Selek-
tion ausgeschlossen. Der Anteil der selektierten Elektronen beträgt in beiden Simu-
lationen etwa 99,974 % . Für diese Elektronen wird anhand ihrer kinetischen Energie,
ihres Winkels und der Magnetfeldstärke an ihrer jeweiligen Endposition ermittelt,
wie viele der Elektronen bei einzelnen Retardierungsenergien qU transmittiert wer-
den. Dazu wird Gl. (4.1) angewendet, sodass die Elektronen nicht weiter getrackt
werden müssen. Mögliche Streuprozesse außerhalb der WGTS bleiben damit unbe-
rücksichtigt. Wie in Abschnitt 3.1 angeregt, werden die Werte für qU in 50 meV-
Schritten variiert. Nach Normierung der einzelnen Anzahlen transmittierter Elek-
tronen auf die Anzahl aller gestarteten Elektronen ergibt sich für sE = 0,1 eV und
sE = 0,2 eV jeweils eine Antwortfunktion. Die Antwortfunktion für sE = 0,1 eV ist
im oberen Diagramm der Abb. 6.8 für Überschussenergien bis 50 eV zu sehen.

Resultierende Streuwahrscheinlichkeiten

Da während des Teilchentrackings alle Informationen über die Streuprozesse ge-
speichert werden, können daraus Streuwahrscheinlichkeiten ermittelt werden. Zur
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Abbildung 5.2: Relative Abweichung der Streuwahrscheinlichkeiten beim
Teilchentracking gegenüber numerischer Berechnung. Die Ergebnisse der bei-
den Simulationen sind im Rahmen ihrer Unsicherheiten miteinander vereinbar. Ten-
denziell finden aufgrund der Winkeländerungen beim Teilchentracking in gesteigertem
Maße Mehrfachstreuungen statt.

Extraktion der Energieverlustfunktion im nachfolgenden Kapitel sind die Streuwahr-
scheinlichkeiten für inelastische Streuungen von Interesse. Ein Vergleich der er-
mittelten inelastischen Streuwahrscheinlichkeiten mit numerischer Berechnung4 ist
in Abb. 5.2 dargestellt.

Unterschiede zur numerischen Berechnung der Streuwahrscheinlichkeiten

Den wesentlichen Unterschied zur numerischen Berechnung stellen die Winkelän-
derungen infolge von Streuprozessen dar. Diese Winkeländerungen werden lediglich
beim Teilchentracking berücksichtigt. Zur Veranschaulichung der Auswirkung von
Winkeländerungen sei eine WGTS mit konstantem Dichteprofil angenommen, wel-
che longitudinal in viele Slices gleicher Größe unterteilt ist (vgl. Abb. 3.2). Mit
dem Startwinkel eines Elektrons und der Säulendichte im ersten Slice kann dem
Elektron für diesen Slice eine Streuwahrscheinlichkeit zugeordnet werden. Solange
das Elektron nicht gestreut wird, bleibt diese Wahrscheinlichkeit für alle folgenden
Slices gleich. Sobald jedoch eine Streuung stattfindet, verändert sich aufgrund der
Winkeländerung auch die Streuwahrscheinlichkeit für die folgenden Slices. Winkelän-
derungen gehen sowohl mit elastischen als auch inelastischen Streuprozessen einher.
Da die Elektronen bei sehr kleinem Winkel starten, vergrößert sich in den meisten

4Numerisch werden die Streuwahrscheinlichkeiten nach Gl. (6.4) berechnet.
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Fällen ihr Winkel nach der ersten Streuung, sodass beispielsweise die Wahrschein-
lichkeit, überhaupt nicht inelastisch zu streuen, beim Teilchentracking um etwa 1
Promille kleiner ist als bei der numerischen Berechnung.

Ein weiterer Unterschied des Teilchentrackings im Hinblick auf die Streuwahrschein-
lichkeiten ergibt sich beispielsweise aus der Energieabhängigkeit der Wirkungsquer-
schnitte in Kombination mit Energieverlusten durch Streuung und Sychrotronab-
strahlung.

Im folgenden Kapitel werden die Streuwahrscheinlichkeiten numerisch berechnet,
da die relativen Unterschiede der ersten vier Streuwahrscheinlichkeiten gegenüber
denjenigen aus dem Teilchentracking im Promillebereich liegen.

Die Ergebnisse aus dem Teilchentracking sind im Anhang A.2 zu finden.
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6. Extraktion der
Energieverlustfunktion

Im vorliegenden Kapitel wird eine Methode zur experimentellen Bestimmung der
Energieverlustfunktion aus Abschnitt 3.1 vorgestellt. Diese Methode wird im Folgen-
den Extraktion genannt, um eine Verwechslung mit der alternativen Methode Ent-
faltung der Energieverlustfunktion1, wie sie in [6, 7] beschrieben wird, auszuschlie-
ßen. Die Extraktionsmethode erfordert die Messung der Antwortfunktion für die
Elektronenkanone, welche wie im vorangegangenen Kapitel mittels Teilchentracking
simuliert werden kann. Im Gegensatz zur Methode aus [6, 7] wird bei der Extraktion
lediglich die Messung der Antwortfunktion bei einer festen effektiven Säulendichte
benötigt.

Da die Elektronenkanone für bestimmte Einstellungen ihrer Parameter eine cha-
rakteristische Winkel- und Energieauflösung aufweist, welche nicht mit der isotro-
pen Emission und dem Energiespektrum der Elektronen durch Tritiumzerfälle ver-
gleichbar ist, hat auch die Antwortfunktion für die Elektronenkanone eine für je-
ne Einstellungen charakteristische Form. Diesem Umstand widmet sich Abschnitt
6.1, in welchem zunächst die Antwortfunktion für die Elektronenkanone aufbau-
end auf Kap. 4.2 hergeleitet wird. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden
mögliche mathematische Näherungen der Antwortfunktion und deren Auswirkun-
gen auf die Neutrinomassenbestimmung diskutiert. Zuletzt wird im Unterabschnitt
6.1.3 begründet, wie und warum die Wahrscheinlichkeit P inel

0 eines Elektrons, nicht
inelastisch gestreut zu werden, bei einer Messung mit der Elektronenkanone be-
stimmt werden muss. In Abschnitt 6.2 wird unter Verwendung der beschriebenen
Näherungen die Extraktionsmethode vorgestellt, welche zunächst nur die inelasti-
sche Energieverlustfunktion liefert. In Abschnitt 6.3 wird begründet, weshalb zur
Messung der Antwortfunktion mit ρd ≈ 3 · 1021 m−2 eine kleinere Säulendichte als
für die KATRIN-Hauptmessungen sinnvoll ist. Eine Vergrößerung der Messdauer
für jeweils eine eingestellte Gegenspannung U liefert lediglich in beschränktem Ma-

1Hier werden mehrere Messungen der Antwortfunktion benötigt, aus welchen über ein lineares
Gleichungssystem und eine mathematische Entfaltung die Energieverlustfunktion bestimmt wird.
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ße eine Verbesserung der resultierenden statistischen Unsicherheiten, was im zwei-
ten Teil dieses Abschnitts untersucht wird. Anschließend befasst sich Abschnitt 6.4
mit einer optionalen nachträglichen Berücksichtigung elastischer Streuung, welche
bei der Extraktion selbst vernachlässigt wurde. Das Kapitel schließt mit Abschnitt
6.5, in welchem die Ergebnisse im Hinblick auf die Bestimmung der Neutrinomasse
vorgestellt und diskutiert werden. Zusätzlich werden in diesem Abschnitt Optimie-
rungsvorschläge vorgestellt und die wesentlichen Unterschiede der Extraktion zur
Entfaltung der Energieverlustfunktion herausgearbeitet.

6.1 Vorüberlegungen

Zur Extraktion der Energieverlustfunktion wird eine Messung mit der Elektronen-
kanone des Kalibrations- und Monitoring-Systems2 erforderlich sein. Da sich die
Berechnung der Antwortfunktion nach Gl. (4.20) auf eine isotrope Elektronenemis-
sion bezieht, ist im Rahmen von Simulationen der Elektronenkanone eine Anpassung
der Antwortfunktion erforderlich. Zu empfehlen ist eine Winkeleinstellung der Elek-
tronenkanone von 0◦ , sodass eine möglichst schmale Verteilung des Startwinkels Θ0

erreicht werden kann. Wie bereits in Kap. 5 wird auch bei den folgenden Berech-
nungen von einer um 0◦ normalverteilten Elektronenemission mit einer Standardab-
weichung von sΘ = 1◦ ausgegangen3. Die Verteilung der Startenergie E0 wird gemäß
Kap. 5 ebenfalls als gaußförmig angenommen mit zwei exemplarischen Werten der
Standardabweichung von sE = 0,1 eV bzw. sE = 0,2 eV .

In Abschnitt 6.1.1 wird zunächst die Antwortfunktion der Elektronenkanone für eine
fixe kinetische Startenergie hergeleitet und anschließend durch Vernachlässigung der
Winkelverteilung genähert. Abschnitt 6.1.2 widmet sich der Auswirkungen durch
die Verteilung der Startenergie um E0 trotz fester Einstellung der Elektronenkanone
und schließt mit dem Ergebnis, dass diese Energieverteilung zwar eine Auswirkung
auf die in Abschnitt 6.2 extrahierte Energieverlustfunktion hat, jedoch mit akzep-
tablen Folgen für die Bestimmung der Neutrinomasse. Für die Extraktion ist die
Bestimmung des Produkts σinel · ρd erforderlich, womit die inelastischen Streuwahr-
scheinlichkeiten P inel

i errechnet werden können. Diese Bestimmung kann mit der in
Abschnitt 6.1.3 vorgestellten Methode erfolgen.

6.1.1 Vernachlässigung der Winkelverteilung

Im Folgenden wird die Antwortfunktion für die Elektronenkanone mit den oben
genannten Parametern bestimmt. Dabei bleibt zunächst die Energieverteilung der
Elektronen unberücksichtigt, sodass die auf E0 eingestellte Elektronenkanone aus-
nahmslos Elektronen mit fester Startenergie E0 liefert. Eine zusätzliche Berücksich-
tigung der Energieverteilung findet im anschließenden Abschnitt statt.

2Zur Position des Kalibrations- und Monitoring-Syst. im KATRIN-Experiment siehe Abb. 2.2.
3Bei einer von 0◦ abweichenden Einstellung müsste die Berechnung der Antwortfunktion in

Abschnitt 6.1.1 entsprechend angepasst werden.



6.1. Vorüberlegungen 61

Winkelverteilung der Elektronen

Der Winkel Θ bezüglich des Magnetfeldes ist als Polarwinkel stets positiv, weshalb
sich als Verteilung ω(Θ) eine halbseitig gaußförmige Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion

ω(Θ) =

√
2

s2
Θ · π

exp

(
− Θ2

2s2
Θ

)
mit Θ ≥ 0 (6.1)

ergibt. Diese Verteilung ist gemäß Gl. (4.4) auf eins normiert4 und enthält daher
einen zusätzlichen Faktor 2 im Normierungskoeffizienten der klassischen Normalver-
teilung. Die Standardabweichung sei sΘ = π

180
=̂ 1◦.

Antwortfunktion der Elektronenkanone

Zur allgemeinen Vorgehensweise bei der Herleitung von Transmissions- und Ant-
wortfunktionen sei auf Kap. 4 verwiesen. Im aktuellen Abschnitt werden lediglich
die erforderlichen Änderungen gegenüber den Gleichungen (4.19), (4.20) und (4.21)
beschrieben und diskutiert.

Bei einer auf die Elektronenkanone ausgelegten Antwortfunktion fließt die Winkel-
verteilung der Elektronen an zwei Stellen in die Berechnungsformel mit ein:

1. Eine eingestellte Überschussenergie (E0− qU) liefert einen bestimmten Grenz-
winkel Θgrenz

0 ≤ Θmax
0 , bis zu welchem eine Transmission des jeweiligen Elek-

trons sicher stattfindet5. Wie wahrscheinlich es jedoch für das Elektron ist,
einen entsprechenden Startwinkel zu besitzen, hängt von der zugehörigen Win-
kelverteilung ab. Die modifizierten Transmissionsfunktionen T ∗i beziehen sich
auf eine isotrope Elektronenemission und müssen deshalb angepasst werden.

2. Da die Streuwahrscheinlichkeiten Pi von Θ0 abhängen6, muss auch hier ei-
ne Mittelung der Pi stattfinden, sodass alle möglichen Startwinkel gemäß der
Winkelverteilung berücksichtigt werden. Die bisherigen mittleren Streuwahr-
scheinlichkeiten Pi berücksichtigen eine isotrope Winkelverteilung und können
in dieser Form nicht verwendet werden.

Die Antwortfunktion Regun der Elektronenkanone berechnet sich unter Berücksich-
tigung der gaußförmigen Winkelverteilung analog zu R∗ aus Gl. (4.20):

Regun(E0, qU) :=

E0−qU∫
ε=0

dε
Nstreu∑
i=0

T egun
i (E0 − ε, qU) · Pi

egun
fi(ε) (6.2)

4Strenggenommen ist ω(Θ) hier nicht in Bezug auf Θ < Θmax
0 , sondern bezüglich aller positiven

Winkel auf eins normiert. Jedoch sind die minimalen Beitrage von Winkeln größer als Θmax
0 ≈ 51◦

in Verbindung mit einer Standardabweichung von sΘ = 1◦ in Computersimulationen mit üblichen
Fließkomma-Datentypen unmöglich zu berücksichtigen.

5Zu Θgrenz
0 siehe Gl. (4.7).

6Zur Winkelabhängigkeit der Streuwahrscheinlichkeiten siehe Abb. 4.11.
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mit den modifizierten Transmissionsfunktionen der Elektronenkanone:

T egun
i (E0, qU) :=



0 , (E0 − qU) < 0
Θgrenz

0 (E0,qU)∫
Θ=0

Pi(Θ) · exp
(
− Θ2

2s2Θ

)
Pi

egun√
s2

Θ · π/2
dΘ , 0 ≤ (E0 − qU) < ∆E

1 , (E0 − qU) ≥ ∆E

(6.3)

und den mittleren Streuwahrscheinlichkeiten der Elektronenkanone:

Pi
egun

:=

√
2

s2
Θ · π

Θmax
0∫

Θ=0

exp

(
− Θ2

2s2
Θ

)
· Pi(zegun,Θ) dΘ . (6.4)

Die z-Koordinate der Elektronenkanone zegun ist fix und ebenso ihre radiale Posi-
tion7. Aus diesem Grund ist gegenüber der bisherigen Simulationen keine Mitte-
lung mehrerer Antwortfunktionen für unterschiedliche Startpositionen der Elektro-
nen notwendig.

Einfluss der Winkelverteilung

Die Winkelverteilung (6.1) hat aufgrund ihres Maximums bei 0◦ im Vergleich zu einer
Deltadistribution δ(Θ) lediglich einen minimalen Einfluss auf die Antwortfunktion
Regun. Dies kann darauf zurückgeführt werden, dass Θgrenz

0 bei kleinen Überschusse-
nergien rasant ansteigt und für (E0−qU) = 50 meV bereits einen Wert von über 10◦

aufweist (siehe dazu Abb. 6.1). Da bei einer Standardabweichung von sΘ = 1◦ alle
weiteren Elektronen mit einem Startwinkel von über 10◦ in sehr guter Näherung ver-
nachlässigt werden können, ergeben die Transmissionsfunktionen T egun

i bereits bei
minimalen Überschussenergien eine Transmissionswahrscheinlichkeit von praktisch
100 % .

Zum Vergleich der Antwortfunktion Regun mit einer Antwortfunktion R0 , welche
die Winkelverteilung der Elektronen vernachlässigt8, ist in Abb. 6.2 der Betrag des
relativen Unterschieds beider Antwortfunktionen über der Überschussenergie aufge-
tragen. Auch bei einer Überschussenergie von (E0− qU) = 10 meV liegt die relative
Abweichung bereits bei unter 0,3 Promille und nimmt für größere Überschussener-
gien weiter ab. Der Einfluss der Winkelverteilung auf T egun

0 ist in dieser Darstellung
für (E0 − qU) > 10 meV nicht mehr zu erkennen. Die verbleibende Abweichung
ist auf die Mittelung der Streuwahrscheinlichkeiten bei der Berechnung von Regun

zurückzuführen. Bei einem Wirkungsquerschnitt von σ ≈ 3,7 · 10−22 m2 ergibt sich
folgende relative Abweichung von P0

egun
zu P0:

P0
egun − P0

P0

≈ −2,82 · 10−4 . (6.5)

7Durch Dipolspulen der WGTS kann zwar der Elektronenstrahl auf bestimmte Magnetfeldlinien
gelenkt werden (siehe [53]), jedoch ist dies im Rahmen der Extraktion der Energieverlustfunktion
nicht erforderlich.

8Dies bedeutet ω(Θ) ≡ δ(Θ).



6.1. Vorüberlegungen 63

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0

5

10

15

20

25
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Abbildung 6.1: Der Anstieg des Grenzwinkels Θgrenz
0 bei geringen Über-

schussenergien (E0 − qU). Bereits bei Überschussenergien von einigen meV steigt
der Grenzwinkel um die mehrfache Standardabweichung an. Dadurch besitzen die
Transmissionsfunktionen T egun

i einen sehr steilen Anstieg. Verwendet wurden KA-
TRIN-Standardparameter.
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Abbildung 6.2: Der Betrag des relativen Unterschieds von Regun gegenüber
R0 für Überschussenergien bis 50 eV . Bereits bei 10 meV verkleinert sich dieser
Unterschied auf weniger als 0,3 Promille. Das Plateau zwischen 10 meV und 25 meV
lässt sich darauf zurückführen, dass bei dieser Simulation der kleinstmögliche Energie-
verlust 25 meV beträgt. Bei kleineren Überschussenergien trägt lediglich T egun

0 ·P0
egun

zur Antwortfunktion bei. Für diese Simulation wurden KATRIN-Standardparameter
und Nstreu = 5 verwendet. Achtung : Bei der Extraktion der Energieverlustfunktion in
Abschnitt 6.2 wird von einer kleineren Säulendichte als ρd = 5 ·1021 m−2 ausgegangen,
wodurch sich der hier dargestellte Verlauf geringfügig verändert.

Dies entspricht etwa der relativen Abweichung der Antwortfunktionen bei 10 meV, da
in der Simulation 25 meV die geringsten Energieverluste darstellen9 und bei kleineren
Überschussenergien entsprechend nur T egun

0 · P0
egun

zur Antwortfunktion beiträgt.

Näherung der Antwortfunktion

Aufgrund des raschen Anstiegs der Transmissionsfunktionen T egun
i werden diese im

Folgenden durch Heaviside-Funktionen H(E0 − qU) mit einem Einheitssprung bei
einer Überschussenergie von 0 eV ersetzt:

T egun
i (E0, qU) ≈ H(E0 − qU) =

{
0 , (E0 − qU) ≤ 0

1 , (E0 − qU) > 0
(6.6)

Die Antwortfunktion Regun aus Gl. (6.2) vereinfacht sich dadurch zusammen mit
der Näherung Pi

egun ≈ Pi zu einer Antwortfunktion R0, welche von Elektronen mit
einem Startwinkel von exakt 0◦ ausgeht:

9Dieser minimale Energieverlust kommt durch die Einteilung der Energieverlustfunktion in ein-
zelne 50 meV breite Intervallte zustande.
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Regun(E0, qU) ≈ R0(E0, qU)

:=

E0−qU∫
ε=0

dε
Nstreu∑
i=0

H(E0 − qU − ε) · Pi · fi(ε)

=
Nstreu∑
i=0

Pi

E0−qU∫
ε=0

fi(ε) dε . (6.7)

Diese idealisierte Antwortfunktion mit einer bis zur Überschussenergie integrierten
Energieverlustfunktion fi(ε) bildet die Grundlage zur in Abschnitt 6.2 vorgestellten
Extraktionsmethode. Würden beispielsweise die Elektronen der Elektronenkanone
isotrop emittiert werden, dann lägen die modifizierten Transmissionsfunktionen T ∗i
aus Abb. 4.12 mit einer gewissen Breite ∆E vor, sodass die Faltung mit den T ∗i nicht
auf eine einfache Integration wie in Gl. (6.7) reduziert werden könnte. Dies hätte
wiederum zur Folge, dass zum Bestimmen der Energieverlustfunktion anstelle der
Differentiation eine mathematische Entfaltung mit einhergehenden Fluktuationen
unumgänglich wäre.

6.1.2 Vernachlässigung der Energieverteilung

Da die Elektronenkanone keine monochromatische Elektronenemission (siehe Ab-
schnitt 5.1) bereitstellen kann, liefern die Antwortfunktionen Regun(E0, qU) und
R0(E0, qU) aus den Gleichungen (6.2) bzw. (6.7) lediglich die Antwortfunktion der
Elektronen mit entsprechender Startenergie E0 . Bei der eigentlich zu erwartenden
Antwortfunktion tragen jedoch alle möglichen Startenergien bei. Um diesen Um-
stand zu berücksichtigen, müssen Regun(ε, qU) bzw. R0(ε, qU) mit der Verteilung
Segun(ε) der Abweichungen einzelner Startenergien zur eingestellten Startenergie
über ε gefaltet werden. Infolgedessen bezeichnet E0 fortan die eingestellte Start-
energie und nicht mehr die individuelle Startenergie eines bestimmten Elektrons.
Unter Verwendung von R0 ergibt sich

(
R0( · , qU)⊗ Segun( · )

)
(E0, qU)

(4.15)
=

E0−qU∫
−∞

R0(E0 − ξ, qU) · Segun (ξ) dξ

(6.7)
=

Nstreu∑
i=0

Pi

E0−qU∫
−∞

dξ

E0−qU∫
−∞

dε fi(ε− ξ) · Segun(ξ)

=
Nstreu∑
i=0

Pi

E0−qU∫
−∞

(fi ⊗ Segun)(ε) dε . (6.8)

Hierbei wurden im letzten Schritt die Integrale vertauscht, sodass Segun(ε) mit der
Streufunktion fi(ε) gefaltet wird. In Abschnitt 6.2 erhält man durch Differentiation
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Abbildung 6.3: Faltung der Energieverlustfunktion mit der Verteilung
Segun(ε) der Startenergieabweichungen zur eingestellten Startenergie E0 . In
Abb. (a) wurde eine Standardabweichung von 0,1 eV und in Abb. (b) eine Standard-
abweichung von 0,2 eV verwendet. In beiden Fällen ist bei Gebrauch dieser gefalteten
Energieverlustfunktionen der Einfluss auf die Neutrinomassenbestimmung für Analy-
seintervalle bis 40 eV gering. Es sind mathematisch auch negative Energieverluste, d. h.
Energiegewinne, möglich. Dies ist darauf zurückzuführen, dass bei einer an der Elek-
tronenkanone eingestellten Energie E0 auch Elektronen mit größeren Startenergien
emittiert werden, wobei diese Energien auch nach kleinen elastischen Energieverlus-
ten weiterhin E0 übersteigen können. Mathematisch stellt dieser Fall demnach einen
Energiegewinn trotz Streuung dar.

somit nicht die Energieverlustfunktion f1(ε) ≡ f(ε) , sondern das Faltungsergebnis10

(f ⊗ Segun)(ε) .

Wie oben erwähnt, wird eine gaußförmige Energieverteilung mit den Standardab-
weichungen sE = 0,1 eV bzw. sE = 0,2 eV angenommen. Das Faltungsergebnis ist
für diese Standardabweichungen in Abb. 6.3 zu sehen und kann mit der ungefalteten
Energieverlustfunktion aus Abb. 3.1 verglichen werden.

Da die Energieverlustfunktion in die Antwortfunktionen des KATRIN-Experiments
aus Gl. (4.20) mit einfließt, bewirken Analysen mit einer veränderten Energiever-
lustfunktion eine systematische Unsicherheit ∆m2

ν auf das Neutrinomassenquadrat.

Zur Untersuchung solcher Auswirkungen durch Verwendung einer gefalteten Ener-
gieverlustfunktion werden, wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, mindestens 1000 KA-
TRIN-Messungen mit der Energieverlustfunktion aus Abb. 3.1 simuliert. Anschlie-
ßend werden diese simulierten Messungen auf Grundlage einer gefalteten Energie-
verlustfunktion analysiert. Dabei wird jedoch lediglich eine Faltung des inelastischen
Teils der Energieverlustfunktion vorgenommen, da in Abschnitt 6.2 auch nur dieser
Teil extrahiert wird.

Sämtliche Ergebnisse inklusive verwendeter Parameter sind tabellarisch im Anhang
A.1.2 zu finden. In Abb. 6.4 sind die Werte ∆m2

ν inklusive ihrer statistischen Unsi-
cherheiten für unterschiedlich große Standardabweichungen von 0,1 eV, 0,2 eV und

10Diese Aussage gilt nur für den inelastischen Anteil der Energieverlustfunktion im ersten Ex-
traktionsintervall aus Abschnitt 6.2 und für die weiteren Intervalle näherungsweise, vgl. 6.2.
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0,3 eV sowie für unterschiedliche Analyseintervalle von 20 eV, 30 eV und 40 eV dar-
gestellt. Ein Analyseintervall von 10 eV wird nicht untersucht, da zu diesem Teil
des integrierten β-Spektrums ebenfalls nur Energieverluste von maximal 10 eV bei-
tragen. Die kleinsten Energieverluste durch inelastische Streuung beginnen jedoch
auch im Fall der gefalteten Energieverlustfunktionen in entscheidendem Maße erst
bei über 10 eV, vgl. Abb. 6.3.

Für die Werte von sE = 0,1 eV und sE = 0,2 eV ergeben sich nach Abb. 6.4 bei
allen untersuchten Analyseintervallen im Rahmen der einfachen statistischen Stan-
dardabweichungen systematische Unsicherheiten mit |∆m2

ν | < 1,25 ·10−3 (eV)2 . Für
sE = 0,3 eV ergäben sich bei den Analyseintervallen von 20 eV und 30 eV deutlich
größere systematische Unsicherheiten mit bis zu ∆m2

ν = +2,6 · 10−3 (eV)2 innerhalb
der einfachen statistischen Standardabweichung.

Während die Analyseintervalle von 20 eV und 30 eV bei dieser Untersuchung im Hin-
blick auf die systematischen Unsicherheiten sehr ähnliche Ergebnisse liefern, ist dies
für das 40 eV-Intervall nicht der Fall. Hier ist auch für sE = 0,3 eV kein Anstieg von
|∆m2

ν | festzustellen, und es ergeben sich gegenüber den anderen Analyseintervallen
systematische Unsicherheiten mit negativem Vorzeichen. Eine Verdopplung der An-
zahl der simulierten Messungen auf 2000 festigt dieses Ergebnis beim 40 eV-Intervall.
Es sei deshalb darauf hingewiesen, dass aufgrund unterschiedlicher Messzeitvertei-
lungen der einzelnen Analyseintervallen und aufgrund der Verwendung von vier un-
abhängigen Fitparametern kein trivialer Zusammenhang zwischen der verwendeten
Energieverlustfunktion und dem Neutrinomassenquadrat besteht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass bei allen betrachteten Analyseinterval-
len in Kombination mit sE = 0,1 eV und sE = 0,2 eV die resultierenden systema-
tischen Unsicherheiten auf m2

ν deutlich unter der systematischen Unsicherheit von
±6 ·10−3 (eV)2 liegen, welche in [5] als Obergrenze für die Bestimmung der Antwort-
funktion angegeben ist.

Um bei sehr genau bekannter Verteilung Segun mittels mathematischer Entfaltung
zu einem verbesserten Ergebnis für die Energieverlustfunktion zu gelangen, müsste
f ⊗ Segun ebenfalls sehr genau bekannt sein. In Abschnitt 6.3 wird jedoch deutlich,
dass gewisse Fluktuationen bei der Messung der Antwortfunktion und somit auch
bei der Extraktion in Abschnitt 6.2 unumgänglich sein werden. Eine Verkleinerung
der systematischen Unsicherheit auf ∆m2

ν ist daher fraglich, kann jedoch untersucht
werden.

In Abschnitt 6.2 wird zur Extraktion der Energieverlustfunktion die Faltung mit
Segun vernachlässigt, wodurch näherungsweise f ⊗ Segun als Extraktionsergebnis re-
sultiert. Da die Antwortfunktion aus Abschnitt 5.2 unter Berücksichtigung von Segun

per Teilchentracking simuliert wurde, ist die Auswirkung der Vernachlässigung von
Segun in der systematischen Gesamtunsicherheit11 auf m2

ν , welche durch die Extrak-
tion der Energieverlustfunktion zustande kommt, berücksichtigt.

6.1.3 Bestimmung der Streuwahrscheinlichkeiten

Um aus einer simulierten bzw. gemessenen Antwortfunktion Regun die Energiever-
lustfunktion per Entfaltung oder Extraktion zu bestimmen, ist grundsätzlich die

11Siehe dazu Abschnitt 6.5.
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Abbildung 6.4: Systematische Unsicherheiten auf m2
ν bei Verwendung ge-

falteter Energieverlustfunktionen zur Analyse des integrierten β-Spek-
trums. Simuliert wurden für jede Kombination aus dargestellten Analyseintervall-
größen und Standardabweichungen sE jeweils mindestens 1000 KATRIN-Messungen.
Gefaltet wurde nur der inelastische Teil der Energieverlustfunktion mit einer Gaußkur-
ve mit der Standardabweichung sE . Bei den Analyseintervallen von 20 eV und 30 eV
vergrößern sich die resultierenden systematischen Unsicherheiten, wenn mit breiteren
Gaußkurven gefaltet wurde. Im 40 eV-Intervall scheint jedoch ∆m2

ν weitgehend un-
abhängig von sE zu sein. Für sE = 0,1 eV und sE = 0,2 eV sind die systematischen
Unsicherheiten auf m2

ν deutlich kleiner als ±6 · 10−3 (eV)2, was in [5] als Obergrenze
für Unsicherheiten im Zusammenhang mit der Antwortfunktion angegeben ist.
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Kenntnis der Streuwahrscheinlichkeiten Pi erforderlich, mit denen die unterschied-
lichen Summanden aus Gl. (6.7) gewichtet werden. Gemäß Gl. (4.17) hängen alle
Streuwahrscheinlichkeiten ausschließlich von dem Parameter

λ := σ · ρdeff (6.9)

ab. Die Säulendichte ρdeff , welche im Fall der Elektronenkanone bei einer Einstellung
von Θ0 = 0◦ näherungsweise ρd entspricht, wird zwar innerhalb von zwei Stunden
auf etwa ein Promille stabil sein, jedoch ist ihre Größe weniger genau bekannt [17].
Nach einer Messung der Antwortfunktion könnte ρd bei bekanntem komplettem
Wirkungsquerschnitt σ und bekannter Energieverlustfunktion f(ε) per Fit der si-
mulierten Antwortfunktion bestimmt werden. Da jedoch σ nach [56] nur auf etwa
2 % genau bekannt und die Energieverlustfunktion experimentell noch genauer als
in [56] zu bestimmen ist, gelingt dies nicht in zufriedenstellender Weise. Allerdings
genügt zur Bestimmung der Energieverlustfunktion die Kenntnis des Produkts λ .
Im Folgenden wird durch getrennte Betrachtung von elastischen und inelastischen
Streuprozessen deutlich, dass zwar nicht λ , jedoch λinel der inelastischen Streuung
direkt bestimmt werden kann.

Getrennte Betrachtung von elastischer und inelastischer Streuung

Der komplette Wirkungsquerschnitt σ ist eine Summe des elastischen und des in-
elastischen Wirkungsquerschnitts:

σ = σel + σinel . (6.10)

Ebenso kann die Energieverlustfunktion f(ε) als gewichtete Summe der jeweils auf
eins normierten elastischen Energieverlustfunktion fel(ε) und inelastischen
Energieverlustfunktion finel(ε) angesehen werden:

f(ε) =
σel

σ
fel(ε) +

σinel

σ
finel(ε) . (6.11)

Wenn nun die Antwortfunktion der Elektronenkanone (siehe Gl. (6.7)) bei einer
Überschussenergie von (E0 − qU) = 10 eV ausgewertet wird, dann gehen lediglich
alle Werte f(ε ≤ 10 eV) in die Berechnung mit ein. Aus Abschnitt 3.1 geht hervor,
dass inelastische Streuprozesse mit Energieverlusten von über 10 eV einhergehen12.
Somit vereinfacht sich Gl. (6.11) zu

f(ε ≤ 10 eV) =
σel

σ
fel(ε) . (6.12)

Daher gilt für die (mehrfach-)Streufunktionen

fi(ε ≤ 10 eV) =
(σel

σ

)i
(fel)i (ε) , (6.13)

12Nach [26] beträgt der kleinste Energieverlust durch inelastische Streuung mit molekularem
Wasserstoff 11,18 eV. Bei (E0 − qU) = 10 eV sind demnach keine inelastische Energieverluste zu
berücksichtigen.
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wobei die elastischen Streufunktionen (fel)i(ε) analog zu den Streufunktionen
fi(ε) aus Gl. (4.14) definiert sind. Bei separater Betrachtung der elastischen Streu-
ung müssen zudem die elastischen Streuwahrscheinlichkeiten Pel

i mit σ = σel

und bei ausschließlicher Betrachtung der inelastischen Streuung entsprechend die
inelastischen Streuwahrscheinlichkeiten Pinel

i mit σ = σinel berücksichtigt wer-
den.

Die Auswertung der Antwortfunktion für die Elektronenkanone aus Gl. (6.7) bei
qU = E0 − 10 eV ergibt damit

R0(E0, E0 − 10 eV) =
Nstreu∑
i=0

Pi

10 eV∫
ε=0

(σel

σ

)i
· (fel)i(ε) dε

(4.17)
=

Nstreu∑
i=0

exp (−σ · ρdeff)
(σel · ρdeff)i

i!

10 eV∫
ε=0

(fel)i(ε) dε

(6.10)
= P inel

0

Nstreu∑
i=0

P el
i

10 eV∫
ε=0

(fel)i(ε) dε

≈ P inel
0 . (6.14)

Die letzte Näherung folgt erstens aus der schnell abfallenden Wahrscheinlichkeit P el
i

für elastische Mehrfachstreuung und zweitens aus der Form der elastischen Streu-
funktionen (fel)i(ε) für kleine i :

1. Berücksichtigt man, wie bei allen Simulationen dieser Arbeit, die Streuwahr-
scheinlichkeiten bis inklusive der Fünffachstreuung, so ist, ausgehend von ei-
ner Säulendichte ρd = 5 · 1021 m−2 und dem Wirkungsquerschnitt σel ≈ 0,3 ·
10−22 m2 der elastischen Streuung (siehe Abschnitt 3.1), die Summe aller un-
berücksichtigten Streuwahrscheinlichkeiten

+∞∑
i=6

P el
i = 1−

5∑
i=0

P el
i < 1,2 · 10−8 . (6.15)

2. Aus dem unter 1. genannten Grund hängt der Wert des Ausdrucks

Nstreu∑
i=0

P el
i

10 eV∫
ε=0

(fel)i(ε) dε (6.16)

aus Gl. (6.14) fast ausschließlich von den elastischen Streufunktionen (fel)i(ε)
mit i ≤ 5 ab, wobei die Integrale

10 eV∫
ε=0

(fel)i(ε) dε mit i ≤ 5 (6.17)
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(b) Elastische Fünffachstreufunktion

Abbildung 6.5: Die elastischen Streufunktionen (fel)1(ε) und (fel)5(ε) für
Überschussenergien bis 10 eV logarithmisch aufgetragen. Auch bei Fünffach-
streuung sind große Energieverluste von 10 eV oder mehr extrem unwahrscheinlich.

die Wahrscheinlichkeit angeben, dass eine i-fache elastische Streuung einen
Energieverlust von höchstens 10 eV zur Folge hat. In Abb. 6.5 ist der steile
Abfall von (fel)1(ε) und (fel)5(ε) für Überschussenergien bis 10 eV logarith-
misch dargestellt. Auch im Fall der Fünffachstreufunktion, welche fast nicht
mehr in die Rechnung mit eingeht, sind Energieverluste von über 10 eV nur
zu knapp zwei Promille wahrscheinlich. Deshalb ergeben die Integrale aus Gl.
(6.17) und damit der Ausdruck aus Gl. (6.16) nahezu eins.

Zur Berücksichtigung der Winkelverteilung hinsichtlich resultierender Mittelungen
der Streuwahrscheinlichkeiten müsste in Gl. (6.14) die gesamte Antwortfunktion
mit der normierten Winkelverteilung multipliziert und über Θ integriert werden.
Dadurch ergäbe sich wegen Gl. (6.4) als Näherung die mittlere Wahrscheinlichkeit
P0

egun
(inelastisch) statt P inel

0 .

In Abb. 6.6 ist das Plateau von Regun für Überschussenergien bis 11 eV dargestellt.
Die Antwortfunktion Regun berücksichtigt sowohl die Winkelverteilung der Elektro-
nenkanone als auch die Energieverluste elastischer Streuung. Um den Einfluss der
elastischen Streuung sichtbar zu machen, wurde für die Ordinate lediglich ein Inter-
vall von 0,3 Promille gewählt. Zusätzlich sind die oben erwähnten Näherungen P inel

0

und P0
egun

(inelastisch) aufgetragen. Diese Näherungen für Regun bei 10 eV Über-
schussenergie vernachlässigen beide den Einfluss elastischer Streuung. Die Näherung
P inel

0 vernachlässigt zusätzlich die Winkelverteilung der Elektronenkanone.

In Abb. 6.6 ist deutlich zu erkennen, dass die Auswirkung der Winkelverteilung bei
einer Überschussenergie von 10 eV sehr viel schwerer wiegt als die Auswirkung von
elastischen Streuprozessen. Relativ gesehen ist der Wert von P0

egun
(inelastisch) um

etwa 0,26 Promille kleiner als P inel
0 . Dies liegt in der gleichen Größenordnung wie

der relative Unterschied von Regun zu R0 aus Abb. 6.2. Die relative Abweichung
von P0

egun
(inelastisch) gegenüber Regun ist bei einer Überschussenergie von 10 eV

kleiner als 0,1 Promille.
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Abbildung 6.6: Das Plateau der Antwortfunktion Regun für Überschusse-
nergien bis 11 eV. Die Wahrscheinlichkeiten P inel

0 und P0
egun

(inelastisch) liegen
bei Überschussenergien um 10 eV sehr dicht an Regun. Man beachte dazu die Größe
des Intervalls auf der Ordinate. Die Antwortfunktion Regun berücksichtigt sowohl die
Energieverluste durch elastische Streuung als auch die Winkelverteilung der Elektro-
nenkanone. Die mittlere Wahrscheinlichkeit P0

egun
(inelastisch) vernachlässigt elasti-

sche Streuprozesse, berücksichtigt jedoch die Winkelverteilung. Die Wahrscheinlichkeit
P inel

0 berücksichtigt weder Winkelverteilung noch Energieverluste elastischer Streuung.
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In Abschnitt 6.3 wird deutlich, dass wegen der Instabilität der Säulendichte die
Fluktuationen von Regun(E0, E0 − 10 eV) bei einer künftigen Messung im Bereich
von etwa einem Promille liegen. Selbst eine große Anzahl detektierter Elektronen mit
einer kleinen resultierenden statistischen Unsicherheit können daran nichts ändern.
Somit sind P inel

0 und insbesondere P0
egun

(inelastisch) gute Näherungen für den Wert
von Regun bei 10 eV Überschussenergie.

Sofern berücksichtigt werden soll, dass P0
egun

(inelastisch) eine bessere Näherung
für Regun(E0, E0 − 10 eV) darstellt als P inel

0 , kann unter Kenntnis der Winkelver-
teilung der Elektronenkanone und der Säulendichte im Rahmen der jeweiligen Un-
sicherheiten ein Korrekturfaktor errechnet werden, mit dem der abgelesene Wert
Regun(E0, E0 − 10 eV) multipliziert wird, um zu P inel

0 zu gelangen13.

Fazit

Es wurde gezeigt, dass das Plateau der Antwortfunktion Regun vor allem bei Über-
schussenergien um 10 eV weitgehend unabhängig von elastischer Streuung ist, sodass
mithilfe der Elektronenkanone auch ohne Kenntnis der Säulendichte, des Wirkungs-
querschnitts und der genauen Energieverlustfunktion der Parameter P inel

0 und damit

λinel := σinel · ρdeff = − ln
(
P inel

0

)
(6.18)

bestimmt werden kann. Mit λinel wiederum können alle Streuwahrscheinlichkeiten
P inel
i berechnet werden.

Auch während der Hauptmessungen des KATRIN-Experiments zur Bestimmung der
Neutrinomasse sind in [5] Zwischenmessungen mit der Elektronenkanone eingeplant,
um die aktuelle Säulendichte zu bestimmen. Aufgrund der ungenauen Kenntnis des
inelastischen Wirkungsquerschnitts wird es jedoch nur möglich sein, das Produkt
λinel per Messung zu bestimmen. Prinzipiell ist die exakte Säulendichte irrelevant zur
Analyse des integrierten β-Spektrums, da ein Fitparameter bzw. Amplitudenpara-
meter für die Signalstärke verwendet wird (siehe Abschnitt 3.4). Bei der Berechnung
der Antwortfunktion für KATRIN fließt lediglich λ mit ein.

In Abschnitt 6.4 wird nach der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion
unter Annahme eines gewissen prozentualen Anteils des elastischen Wirkungsquer-
schnitts am gesamten Wirkungsquerschnitt von λinel auf λ geschlossen. Sofern die
Rate der Elektronenkanone bekannt und stabil sein wird, reicht für die Zwischen-
messungen ebenfalls die Messung bei einer Überschussenergie von 10 eV aus. Aus
Abschnitt 6.3 geht hervor, dass dazu Messdauern von jeweils < 3 Minuten ausrei-
chend wären.

Im nächsten Abschnitt wird die Kenntnis von λinel vorausgesetzt.

13In dieser Arbeit wurde von einem solchen Korrekturfaktor abgesehen, da Fluktuationen der
Säulendichte eine erheblich größere Ungenauigkeit zur Folge haben als dieser Korrekturfaktor aus-
zugleichen vermag. Angesichts des geringen Aufwands ist jedoch eine solche Korrektur bei künftigen
Messungen zu empfehlen, da ansonsten auf lange Sicht gesehen etwa um 0,3 Promille verminderte
Werte von P egun

0 bestimmt würden.
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6.2 Sukzessive Extraktion

In diesem Abschnitt wird die Extraktionsmethode zur Bestimmung der inelasti-
schen Energieverlustfunktion finel(ε) ≡ (finel)1(ε) vorgestellt. Zur Herleitung dieser
Extraktionsmethode werden die in 6.1 beschriebenen Näherungen benötigt.

Inelastische Antwortfunktion

Da, wie im letzten Abschnitt erwähnt, lediglich λinel durch eine Messung von Regun

bei (E0 − qU) = 10 eV bestimmt werden kann, werden zunächst die Auswirkungen
einer kompletten Vernachlässigung der elastischen Streuung untersucht. Da Winke-
länderungen in der analytischen Rechnung ohnehin bereits vernachlässigt werden,
beschränken sich die erforderlichen rechnerischen Änderungen auf

1. die Verwendung des inelastischen Wirkungsquerschnitts σinel anstelle des kom-
pletten Wirkungsquerschnitts σ und

2. die Verwendung der inelastischen Streufunktionen (finel)i(ε) anstelle der kom-
pletten Streufunktionen fi(ε).

Werden diese Änderungen in Gl. (6.2) eingefügt, so ergibt dies die inelastische Ant-
wortfunktion Regun

inel für die Elektronenkanone. Der Betrag des resultierenden relati-
ven Unterschieds von Regun

inel gegenüber Regun ist in Abb. 6.7 dargestellt. Die größten
relativen Abweichungen befinden sich bei Überschussenergien (E0− qU) < 2 eV und
erreichen knapp zwei Prozent. In Abschnitt 6.4 werden diese vergleichsweise großen
relativen Abweichungen durch nachträgliche Berücksichtigung elastischer Streuung
teilweise kompensiert. Für Überschussenergien (E0 − qU) > 10 eV existieren kei-
ne relativen Abweichungen, die zwei Promille übersteigen. Da die Simulation der
Antwortfunktion elastische Streuung berücksichtigt (vgl. Abschnitt 5.2), zur Ex-
traktion jedoch für Überschussenergien >10 eV eine Vernachlässigung stattfindet,
ist hierdurch ein Effekt zu erwarten, der in die resultierenden systematischen Unsi-
cherheiten auf das Neutrinomassenquadrat mit einfließt. Siehe dazu Abschnitt 6.5.

Im Folgenden wird zusätzlich die Näherung R0 aus Gl. (6.7) angewendet, sodass sich
unter Vernachlässigung von Winkel- und Energieverteilung der Elektronenkanone
und unter ausschließlicher Berücksichtigung von Energieverlusten durch inelastische
Streuung die Antwortfunktion

R0
inel(E0, qU) :=

Nstreu∑
i=0

P inel
i

E0−qU∫
ε=0

(finel)i(ε) dε (6.19)

ergibt.
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Überschussenergie 18575 eV - qU (eV)

|R
eg
u
n

in
el

−
R

eg
u
n
|/
R

eg
u
n

Abbildung 6.7: Relative Änderungen der Antwortfunktion für die Elektro-
nenkanone durch Vernachlässigung elastischer Streuung. Die Abweichungen
sind logarithmisch aufgetragen. Im Bereich um (E0− qU) = 10 eV ist die Abweichung
minimal, sodass an dieser Stelle trotz der elastischen Streuprozesse in guter Näherung
P0

egun
abgelesen werden kann, wie in Abschnitt 6.1.3 beschrieben. In den Bereichen,

in denen die Antwortfunktion einen vergleichsweise steilen Anstieg besitzt, sind die
relativen Abweichungen am größten. Dies ist insbesondere bei (E0 − qU) ≈ 13 eV,
also kurz nach Einsetzen der inelastischen Einfachstreuung und im Bereich minimaler
Überschussenergien der Fall. Bei fast allen Überschussenergien ist die relative Abwei-
chung deutlich kleiner als 1 Promille. Zur Simulation wurde eine Säulendichte von
5 · 1021 m−2 verwendet.
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Tabelle 6.1: Die Berechnung der Antwortfunktion R0
inel für die einzelnen

Intervalle. In jedem Folgeintervall muss ein zusätzlicher Streuterm berücksichtigt
werden.

Intervall Antwortfunktion R0
inel

A: 0-20 eV P inel
0 + P inel

1

E0−qU∫
ε=0

(finel)1(ε) dε

B: 20-30 eV P inel
0 + P inel

1

E0−qU∫
ε=0

(finel)1(ε) dε+ P inel
2

E0−qU∫
ε=0

(finel)2(ε) dε

...
...

Unterteilung und Differentiation der Antwortfunktion

Da Energieverluste durch inelastische größer als 10 eV sind, liefert bei der Berech-
nung der inelastischen Antwortfunktion R0

inel die Einfachstreuung erst nach 10 eV
einen Beitrag, die Zweifachstreuung erst nach 20 eV und so weiter. Die als Nähe-
rung R0

inel angenommene und per Teilchentracking simulierte Antwortfunktion aus
Abschnitt 5.2 wird gemäß des oberen Diagramms aus Abb. 6.8 derart in vier Inter-
valle A-D unterteilt, dass im Intervall A bis auf einen linearen Term lediglich die
inelastische Einfachstreufunktion (finel)1(ε) zu berücksichtigen ist, ab dem Intervall
B zusätzlich die Zweifachstreufunktion (finel)2(ε) , ab dem Intervall C zusätzlich die
Dreifachstreufunktion (finel)3(ε) , . . . . In Tab. 6.1 ist dieser Sachverhalt mathema-
tisch dargestellt.

Nun wird die Antwortfunktion R0
inel und damit jeder Berechnungsausdruck für die

einzelnen Intervalle aus Tab. 6.1 nach der Überschussenergie (E0 − qU) abgeleitet.
Da R0

inel ausschließlich von (E0 − qU) und nicht, wie beispielsweise die Antwort-
funktion für das KATRIN-Experiment, separat von E0 und qU abhängt, ergibt sich
auch bei unterschiedlich eingestellten Startenergien E0 dasselbe Ergebnis. Bei großen
Abweichungen der Startenergie vom Endpunkt des Tritiumspektrums müsste aller-
dings beachtet werden, dass auch die Wirkungsquerschnitte energieabhängig sind
und sich dadurch beispielsweise das Verhältnis von Energieverlusten durch Anre-
gung und durch Ionisation in der inelastischen Energieverlustfunktion ändert. Die
Einstellung von E0 auf Energien über dem Endpunkt ist zu empfehlen, um eine
überlagerte Detektion von Elektronen aus Tritiumzerfällen zu vermeiden. Das Er-
gebnis der beschriebenen Differentiation ist grafisch im unteren Diagramm aus Abb.
6.8 und mathematisch in Tab. 6.2 dargestellt.

Für das Intervall A reicht diese Differentiation bereits aus, um den Verlauf der
inelastischen Streufunktion bis 20 eV zu rekonstruieren, jedoch gewichtet mit P inel

1 .
Die Einfachstreuwahrscheinlichkeit P inel

1 für inelastische Streuung kann aus dem in
Abschnitt 6.1.3 bestimmten λinel berechnet werden.

Der Peak im unteren Diagramm von Abb. 6.8 bei minimalen Überschussenergien
entsteht nicht nur durch die bei der Simulation berücksichtigten elastischen Streu-
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Abbildung 6.8: Unterteilung und Differentiation der per Tracking simulier-
ten Antwortfunktion bis zu einer Überschussenergie von 50 eV. Im oberen
Diagramm ist die für 100 Millionen Elektronen und sE = 0,2 eV simulierte Antwort-
funktion aus Abschnitt 5.2 dargestellt. Das untere Diagramm zeigt die Ableitung dieser
Antwortfunktion nach der Überschussenergie (E0 − qU). Die eingetragenen Intervalle
markieren die Stellen, ab denen jeweils ein zusätzlicher Streuterm berücksichtigt wird.
Siehe dazu Tab. 6.1 und 6.2.



78 6. Extraktion der Energieverlustfunktion

Tabelle 6.2: Die Ableitung der Antwortfunktion R0
inel aus Tab. 6.1 für die

einzelnen Intervalle. Durch Wegfall der Integration und des linearen Terms P inel
0

liegt im Intervall A bereits die inelastische Energieverlustfunktion vor, gewichtet mit
P inel

1 . Siehe dazu das untere Diagramm aus Abb. 6.8.

Intervall Ableitung (R0
inel)

′
∣∣
ε

A: 0-20 eV P inel
1 · (finel)1(ε)

B: 20-30 eV P inel
1 · (finel)1(ε) + P inel

2 · (finel)2(ε)

C: 30-40 eV P inel
1 · (finel)1(ε) + P inel

2 · (finel)2(ε) + P inel
3 · (finel)3(ε)

...
...

prozesse, sondern hauptsächlich durch die Energieverteilung der Elektronen. Die
Verteilung Segun(ε) der Abweichungen der tatsächlichen Startenergien von der ein-
gestellten Startenergie E0 wird in diesem Abschnitt vernachlässigt und im Folgenden
als Unsicherheitsfaktor akzeptiert. Wie in Abschnitt 6.1.2 beschrieben, müssen zur
Berücksichtigung der Energieverteilung alle Streufunktionen (finel)i(ε) mit Segun(ε)
gefaltet werden. Somit ist der erste Term von (R0

inel)
′
∣∣
ε

nicht konstant P inel
0 , sondern

P inel
0 ·Segun(ε). Eine sinnvolle Extraktion der elastischen Energieverlustfunktion wäre

jedoch auch bei genauer Kenntnis von Segun(ε) nicht möglich, da weiterhin elastische
Mehrfachstreuung berücksichtigt werden müsste. Deshalb werden im Folgenden alle
Werte der simulierten Antwortfunktion für Überschussenergien (E0 − qU) < 10 eV
gleich Null gesetzt14.

Sukzessive Extraktion

Wenn für jedes Intervall der jeweilige Ausdruck aus Tab. 6.2 auf (finel)1(ε) aufgelöst
wird, wie in Tab. 6.3 geschehen, kann eine sukzessive Extraktion der inelastischen
Energieverlustfunktion von Intervall zu Intervall erfolgen. Für die Intervalle B-D
hängt (finel)1(ε) von den Mehrfachstreufunktionen (finel)i(ε) mit i ≥ 2 ab. Diese
Mehrfachstreufunktionen sind die Ergebnisse mehrfacher Faltung von (finel)1(ε) mit
sich selbst:

(finel)2(ε) := ((finel)1 ⊗ (finel)1)(ε)
(finel)3(ε) := ((finel)1 ⊗ (finel)1 ⊗ (finel)1)(ε)

. . .
(6.20)

und erfordern daher die Kenntnis von (finel)1(ε). Es reicht jedoch für jedes Inter-
vall aus, die inelastische Energieverlustfunktion des vorherigen Intervalls zu kennen.
Wie bereits erwähnt, führt beispielsweise bei inelastischer Zweifachstreuung jeder der

14Zur späteren Messung der Antwortfunktion für die Elektronenkanone ist daher im Zusam-
menhang mit der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion ein Messbeginn bei 10 eV
ebenfalls ausreichend.
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Tabelle 6.3: Die Berechnung der inelastischen Energieverlustfunktion für
die einzelnen Intervalle. Die Gleichungen aus Tab. 6.2 wurden dazu nach (finel)1(ε)
aufgelöst.

Intervall Energieverlustfunktion (finel)1(ε)

A: 0-20 eV 1
P inel

1
(R0

inel)
′
∣∣
ε

B: 20-30 eV 1
P inel

1
(R0

inel)
′
∣∣
ε
− P inel

2

P inel
1
· (finel)2(ε)

C: 30-40 eV 1
P inel

1
(R0

inel)
′
∣∣
ε
− P inel

2

P inel
1
· (finel)2(ε)− P inel

3

P inel
1
· (finel)3(ε)

...
...

beiden Streuvorgänge zu einem Energieverlust von über 10 eV, wodurch ein Gesamt-
energieverlust von über 20 eV zustande kommt, der erst im Intervall B berücksichtigt
werden muss. Bis zu 20 eV sei aus Intervall A die inelastische Energieverlustfunk-
tion gemäß Tab. 6.3 bekannt. Damit kann (finel)2(ε) für das Intervall B, also für
bis zu 30 eV, berechnet werden, denn für dieses Intervall gilt: Selbst wenn bei der
Zweifachstreuung eine der beiden inelastischen Streuungen einen minimalen Ener-
gieverlust von 10 eV zur Folge hätte, dann würde der zweite Energieverlust maximal
20 eV betragen und im bereits bekannten Intervall A gerade noch enthalten sein. Mit
(finel)2(ε) und (R0

inel)
′
∣∣
ε

kann nach Tab. 6.3 nun auch die inelastische Energieverlust-
funktion für das Intervall B berechnet werden. Damit ist wiederum eine Berechnung
von (finel)3(ε) im Intervall C möglich und so weiter. Derart kann sukzessive eine
Extraktion von (finel)1(ε) stattfinden.

Das Ergebnis der extrahierten inelastischen Energieverlustfunktion finel(ε) ist gra-
fisch in Abb. 6.9 dargestellt und kann mit dem inelastischen Teil aus Abb. 6.3(b)
verglichen werden. Für die schwach erkennbaren Fluktuationen des Extraktionser-
gebnisses ab dem Intervall B gibt es zwei Hauptgründe:

1. Die Berechnung der inelastischen Mehrfachstreufunktionen aus Gl. (6.20) führt
infolge der hier vernachlässigten Energieverteilung der Elektronenkanone dazu,
dass (finel)2(ε) einmal mehr mit Segun(ε) gefaltet wird als erforderlich, (finel)2(ε)
bereits zweimal zu häufig und so weiter, vgl. Abschnitt 6.1.2. Es werden da-
durch in Tab. 6.3 nicht die korrekten Terme von (R0

inel)
′
∣∣
ε

subtrahiert. Dieser
Effekt würde bei einer schmäleren Energieverteilung weniger ins Gewicht fal-
len.

2. Da die zur Extraktion verwendete Antwortfunktion nur mit der endlichen An-
zahl von 100 Millionen Elektronen simuliert werden konnte, können in diesem
Fall die Streufunktionen als konstante Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen le-
diglich eine näherungsweise Beschreibung der Streuprozesse liefern. Dieser sta-
tistische Effekt würde nach Erhöhung der Elektronenanzahl weniger ins Ge-
wicht fallen.
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Abbildung 6.9: Extraktionsergebnis für die inelastische Energieverlustfunk-
tion aus der Antwortfunktion von Abb. 6.8 bis zu einer Überschussenergie
bzw. bis zu einem Energieverlust von 50 eV.

Der oben erwähnte statistische Effekt ist allerdings nicht gleichbedeutend mit dem
statistischen Effekt bei einer künftigen Messung der Antwortfunktion für die Elek-
tronenkanone, selbst wenn die Elektronenkanone während der Messung jedes Wertes
jeweils genau 100 Millionen Elektronen emittieren würde. Der Unterschied liegt dar-
in, dass die Simulation eine Momentaufnahme darstellt, sodass für alle Werte qU
dieselben Elektronen als Grundlage dienen. Dadurch steigt die Antwortfunktion der
Simulation monoton an, während bei einer Messung durch statistische Schwankun-
gen lokale negative Gradienten möglich sind. Im nächsten Abschnitt wird deshalb
die per Teilchentracking simulierte Antwortfunktion als Referenz verwendet und mit
künstlichen statistischen Schwankungen versehen.

6.3 Optimale Säulendichte und Messdauer

In diesem Abschnitt wird zunächst die optimale Säulendichte ρdopti bestimmt, bei
welcher die Messung der benötigten Antwortfunktion stattfinden sollte. Es ergibt
sich als optimale Säulendichte ρdopti = (σinel)

−1, sodass λinel = 1 folgt. Auch wenn
σinel nur auf etwa 2 % bekannt ist [56] und der Absolutwert der Säulendichte ebenfalls
nicht sehr genau bekannt sein wird, so ist es dennoch ratsam, sich dem Wert ρdopti

bestmöglich anzunähern. Im zweiten Teil dieses Abschnitts wird für eine künftige
Messung der Antwortfunktion mit der Elektronenkanone ermittelt, wie lange pro
Einstellungswert der Gegenspannung gemessen werden muss, bis keine wesentliche
Verbesserung der statistischen Unsicherheiten mehr zu erwarten ist. Diese Messzeit
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hängt von der Fluktuation der Säulendichte und von der Emissionsrate der Elektro-
nenkanone ab; eine Minute pro qU -Wert wird voraussichtlich ausreichen.

Da bei der Extraktion der elastischen Energieverlustfunktion lediglich inelastische
Streuprozesse berücksichtigt werden, wird in diesem Abschnitt bei den Parametern
P inel

0 , P inel
1 und λinel auf den Index

”
inel“ verzichtet.

6.3.1 Optimale Säulendichte

Fehlerfortpflanzung auf den Normierungsfaktor 1
P1

Der für die Extraktionsmethode benötigte Wert für P0 kann nicht genau bestimmt
werden. Neben der statistischen Unsicherheit bei einer Messung gibt es systematische
Unsicherheiten wie beispielsweise in Abschnitt 6.1.3 beschrieben. Aus diesem Grund
ist lediglich ein durch die Messung der Antwortfunktion Regun bei (E0−qU) = 10 eV
bestimmter Bestwert

P̂0 = P0 · (1 + δP0) (6.21)

mit einem relativen Fehler δP0 bekannt. Für alle Extraktionsintervalle wird der Nor-
mierungsfaktor 1

P1
benötigt, welcher die Ableitung der Antwortfunktion entspre-

chend gewichtet. Insbesondere im Intervall A, welches bereits den größten und wich-
tigsten15 Teil der inelastischen Energieverlustfunktion beinhaltet, berechnet sich das
Extraktionsergebnis zu 1

P1
(R0

inel)
′
∣∣
ε

und hängt damit von keinem weiteren Gewich-

tungsfaktor ab. In allen weiteren Extraktionsintervallen wird ebenfalls 1
P1

benötigt
und zusätzlich enthalten alle Korrekturterme das Extraktionsergebnis des ersten In-
tervalls in gefalteter Form. Aus diesen Gründen gibt es folgende Anforderung an die
verwendete Säulendichte für die Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion:
Die Säulendichte ist genau dann optimal, wenn die Fehlerfortpflanzung
von P̂0 auf 1/P̂1 minimal wird.

Aus P0 können über den Parameter λ alle weiteren Streuwahrscheinlichkeiten be-
rechnet werden. Ebenso wie Gl. (6.18) gilt für den Fall eines gemessenen Wertes

P̂0 :

λ̂ = − ln
(
P̂0

)
, (6.22)

womit die Bestwerte P̂i bestimmt werden können. Es folgt für den relativen Fehler
δ1/P1 auf 1/P̂1 :

δ1/P1 =
1/P̂1 − 1/P1

1/P1

(4.17)
= P0 · λ ·

(
P̂0 · λ̂

)−1

− 1

(6.21)
=

λ

(1 + δP0) (λ− ln (1 + δP0))
− 1 . (6.23)

15Der erste Teil der inelastischen Energieverlustfunktion ist von großer Bedeutung, da er das
integrierte β-Spektrum der KATRIN-Hauptmessungen schon für kleine Überschussenergien beein-
flusst.
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Bei einer bestimmten Unsicherheit δP0 kann λ derart gewählt werden, dass die rela-
tive Abweichung δ1/P1 Null wird:

λopti =
(1 + δP0)

δP0

ln(1 + δP0) . (6.24)

Da jedoch die Unsicherheit im Fall ihrer Kenntnis keine Unsicherheit mehr wäre,
muss eine Näherung für Gl. (6.24) gefunden werden, welche allgemein für |δP0 | �
1 gilt. Nach [57] kann ln(1 + δP0) für |δP0| < 1 durch eine Taylorentwicklung als
konvergierende Potenzreihe

ln(1 + δP0) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
(δP0)n+1 (6.25)

geschrieben werden. Daraus folgt

λopti = 1 +
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 + n
(δP0)n

= 1 +
1

2
δP0 −

1

6
(δP0)2 +

1

12
(δP0)3 − . . .

|δP0
|�1

≈ 1 . (6.26)

Mit einem Wert von σinel ≈ 3,4 · 10−22 m2 folgt für die optimale Säulendichte der
Kehrwert des inelastischen Wirkungsquerschnitts:

ρdopti
(6.18)
=

λopti

σinel

≈ 2,9 · 1021 m−2. (6.27)

Für λ = 1 ist in Abb. 6.10(a) δ1/P1 über δP0 aufgetragen. Selbst bei einem ver-

gleichsweise großen Wert δP0 = 1 % bewirkt die Fehlerfortpflanzung auf 1/P̂1 eine
Unsicherheit < 0,5 Promille.

Gleichzeitig nimmt P1 bei λ = 1 seinen maximalen Wert von etwa 37 % an. Daher
findet zu einem maximal möglichen Anteil inelastische Einfachstreuung statt, sodass
die inelastische Energieverlustfunktion bestmöglich extrahiert werden kann. Zwar
würden bei noch kleinerer Säulendichte bzw. bei kleineren Werten für λ die bei
der Extraktion störenden Mehrfachstreuungen weiter abnehmen, jedoch ginge damit
ebenfalls eine Abnahme der gewünschten Einfachstreuung einher.

Weiterhin besitzt das zu bestimmende P0 mit P0 = P1 für λ = 1 einen größeren
Wert als jenen, der beispielsweise durch Verwendung des Standardparameters ρd =
5 · 1021 m2 vorläge. Dadurch ist die statistische Unsicherheit bei einer Bestimmung
von P0 geringer.

Abschließend sei darauf hingewiesen, dass bei ρdopti auch weniger elastische Streupro-
zesse als bei ρd = 5·1021 m2 stattfinden, sodass die NäherungR0(E0, E0−10 eV) ≈ P0

aus Abschnitt 6.1.3 einen kleineren relativen Fehler induziert als dort angegeben.
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Abbildung 6.10: Die Fehlerfortpflanzungen von 1/P̂0 auf Gewichtungsfak-
toren, die bei der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion be-
nötigt werden. Für λ = 1 . Während Unsicherheiten δP0 � 1 eine sehr viel kleinere

Unsicherheit auf 1/P̂1 zur Folge haben, ist die resultierende Unsicherheit auf λ̂ betrags-

mäßig etwa genauso groß wie jene auf P̂0 . Für die weiteren Gewichtungsfaktoren λ̂2

und λ̂3 verschlechtert sich die Fehlerfortpflanzung zunehmend.
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Fehlerfortpflanzung auf weitere Normierungsfaktoren

Für die Extraktionsintervalle B, C, . . . werden zur Gewichtung der Korrekturterme
neben 1/P1 folgende Parameter benötigt:

P2

P1

,
P3

P1

,
P4

P1

, . . .
(4.17)
= λ, λ2, λ3, . . . . (6.28)

Es sind jedoch auch hier lediglich die Bestwerte λ̂, λ̂2, λ̂3 . . . bekannt. Die relative
Unsicherheit δλ auf λ̂ beträgt im Fall eines wahren Wertes von λ = 1

δλ
λ=1
=

λ̂− 1

1
(6.22)
= − ln(1 + δP0)

|δP0
|�1

≈ −δP0 . (6.29)

Damit gilt

λ̂ ≈ 1− δP0 . (6.30)

Die relative Unsicherheit auf λ̂ ist daher betragsmäßig etwa genauso groß wie auf
P̂0 . Mit |δP0 | � 1 folgt damit für die weiteren Gewichtungsfaktoren:

λ̂2 ≈ 1− 2 · δP0

λ̂3 ≈ 1− 3 · δP0

. . . ,

(6.31)

wonach sich die Unsicherheiten bei höheren Potenzen kontinuierlich vergrößern. In
Abb. 6.10 sind die Fehlerfortpflanzungen auf diese Parameter dargestellt. Die Kor-
rekturterme höherer Extraktionsintervalle werden daher zunehmend ungenauer ge-
wichtet, nehmen dafür jedoch aufgrund mehrfacher Faltung betragsmäßig ab.

6.3.2 Optimale Messdauer

Im Folgenden werden die Haupteffekte, welche die Unsicherheit δP0 bewirken, ein-
gehender untersucht. Anschließend kann eine optimale Messdauer angeben werden,
mit welcher bei der Retardierungsenergie qU = 10 eV mit der Elektronenkanone
gemessen werden sollte.

Die systematische Unsicherheit auf P̂0 aus Abschnitt 6.1.3, welche durch die Nähe-
rung aus Gl. (6.14) zustande kommt, wird hier vernachlässigt, da die Unsicherheit

durch Fluktuationen der Säulendichte eine mehrfach größere Auswirkung auf P̂0 hat.

Nach [17] kann die Säulendichte in einem Zeitraum von zwei Stunden lediglich auf
etwa ein Promille stabil gehalten werden. Ein genauerer Wert für diese relative
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Unsicherheit δρd kann erst nach weiteren Untersuchungen angegeben werden. Es gilt
für den Bestwert

ρ̂d = ρd · (1 + δρd) . (6.32)

Eine Fehlerfortpflanzung auf den zu messenden Parameter P̂0 ergibt

δP0 =
P̂0 − P0

P0

(4.17)
= exp(−λ · δρd)− 1 . (6.33)

Andererseits unterliegt der Erwartungswert für die Anzahl an Elektronen, die man
bei (E0 − qU) = 10 eV erhält, einer relativen statistischen Unsicherheit

δP0

[58]
= ± 1√

Ne · P0

(4.17)
= ±

exp
(
λ
2
· (1 + δρd)

)
√
Ne

(6.34)

mit der Anzahl der von der Elektronenkanone emittierten Elektronen Ne . Wenn
durch Erhöhung der Elektronenanzahl Ne diese statistische Unsicherheit so weit
verringert wird, bis sie im Bereich der oben genannten Unsicherheit durch die Fluk-
tuation der Säulendichte ist, dann kann die gesamte resultierende Unsicherheit nur
noch unwesentlich durch eine Verlängerung der Messdauer verbessert werden. Durch
Gleichsetzen der Beträge der Gleichungen (6.33) und (6.34) und anschließendem Auf-
lösen nach Ne kann die Anzahl an Elektronen bestimmt werden, die von der Elektro-
nenkanone emittiert werden müssen, damit die genannten Unsicherheiten gleichgroß
werden:

Ne =
exp (λ · (1 + δρd))

exp(−2λ · δρd)− 2 exp(−λ · δρd) + 1
. (6.35)

Falls nun die Säulendichte um ein Promille fluktuiert, ergibt sich bei λ = 1 für die
Anzahl der Elektronen Ne ≈ 2,7 · 106 .

Soll nun eine Angabe für die Messdauer gemacht werden, muss zusätzlich die Emissi-
onsrate der Elektronenkanone berücksichtigt werden. Den limitierenden Faktor stellt
dabei der Pixeldetektor dar. Dieser sollte nach [20] Elektronen mit einer Rate von
60 kHz detektieren können. Bei einer Rate von 50 kHz ist weniger als eine Minute
Messung erforderlich, um Ne = 3 · 106 zu erreichen. Um bei 1000 unterschiedlichen
Gegenspannungen zu messen und damit eine komplette Antwortfunktion zu bestim-
men, ist voraussichtlich ein Tag für die Messzeit ausreichend.
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Für die geplanten Zwischenmessungen während der KATRIN-Hauptmessungen wür-
de bei bekannter Emissionsrate gleichermaßen eine Messdauer von einer Minute aus-
reichen. Ohne Kenntnis dieser Emissionsrate sind hierfür mindestens zwei Messungen
bei unterschiedlichen Überschussenergien notwendig, sodass über einen Funktionsfit
der Antwortfunktion der Parameter λ ermittelt werden kann.

Zur Berücksichtigung der statistischen Unsicherheiten bei der simulierten Messung
der Antwortfunktion werden nachträglich Fluktuationen erzeugt. Dies wird jeweils
für die Werte Ne = 1, 10 und 100 Millionen durchgeführt, sodass die Extraktion der
inelastischen Energieverlustfunktion bei verschiedenen statistischen Unsicherheiten
durchgeführt werden kann. Die Instabilität der Säulendichte wird hier nicht sepa-
rat berücksichtigt und würde je nach Stärke ihrer Ausprägung die Verkleinerung
der Unsicherheit auf P̂0 durch Erhöhung der Elektronenanzahl limitieren. Generell
sind bei der verwendeten simulierten Messung der Antwortfunktion zur Erzeugung
der Fluktuationen keine Werte für Ne über 100 Millionen sinnvoll, denn so viele
Elektronen wurden per Teilchentracking simuliert.

6.4 Nachträgliche Berücksichtigung elastischer

Streuung
Bisher wurde lediglich die Methode zur Extraktion der inelastischen Energiever-
lustfunktion vorgestellt. Bei nachträglicher Berücksichtigung von Energieverlusten
durch elastische Streuung kann das Extraktionsergebnis weiter verbessert werden,
auch wenn der elastische und inelastische Wirkungsquerschnitt nicht genau bekannt
sind.

Aus (6.11) und (6.10) folgt für die Zusammensetzung der Energieverlustfunktion

f(ε) =

σel

σinel

σel

σinel
+ 1
· fel(ε) +

1
σel

σinel
+ 1
· finel(ε) (6.36)

mit dem Quotienten σel

σinel
aus elastischem und inelastischem Wirkungsquerschnitt.

Wird für die inelastische Energieverlustfunktion finel(ε) das Extraktionsergebnis aus
Abschnitt 6.2 verwendet, so kann unter Zunahme der simulierten elastischen Ener-
gieverlustfunktion fel(ε) ein Ergebnis angegeben werden, welches ebenfalls Energie-
verluste durch elastische Streuung berücksichtigt. Es soll gezeigt werden, dass die
Berücksichtigung der elastischen Streuung eine Verbesserung im Hinblick auf die
Bestimmung der Neutrinomasse bewirkt, auch wenn der Quotient σel

σinel
nur grob ab-

geschätzt wird. Für die Simulationen dieser Arbeit wird dieser Quotient um zehn
Prozent zu klein angenommen, was sehr ungenau erscheint angesichts der in [56]
angegeben Unsicherheit auf den inelastischen Wirkungsquerschnitt von etwa 2 %
und der in [30] angegeben Unsicherheit auf den elastischen Wirkungsquerschnitt
von etwa 1 % . Jedoch soll lediglich untersucht werden, ob eine Verbesserung des
Extraktionsergebnisses erzielt werden kann, und zudem unterliegt hier die Form der
elastischen Energieverlustfunktion fälschlicherweise keiner Unsicherheit. Es muss bei
der Simulation beachtet werden, dass nun der Wirkungsquerschnitt

σ = σinel · (1 +
σel

σinel

) (6.37)
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(a) Ohne elastische Streuung
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(b) Mit elastischer Streuung

Abbildung 6.11: Die relative Abweichung von Regun bei Verwendung ex-
trahierter Energieverlustfunktionen. In (a) wurde auf nachträgliche Berücksich-
tigung elastischer Streuung verzichtet, während in (b) die elastische Streuung teilwei-
se berücksichtigt wurde. Aufgrund der für die Extraktion verwendeten Näherungen
können die relativen Abweichungen der Antwortfunktionen durch nachträgliche Be-
rücksichtigung elastischer Streuung für Überschussenergien > 10 eV nicht verkleinert
werden. Für Überschussenergien <10 eV ist jedoch eine deutliche Verbesserung festzu-
stellen. Für die Extraktion wurden in beiden Fällen 10 Millionen emittierte Elektronen
pro qU -Wert angenommen.

mit dem erweiterten Extraktionsergebnis korrespondiert.

In Abb. 6.11 ist die relative Abweichung von Regun bei Verwendung extrahierter
Energieverlustfunktionen dargestellt. In Abb. 6.11(a) wurde die extrahierte Ener-
gieverlustfunktion ohne Berücksichtigung von elastischer Streuung verwendet und
in Abb. 6.11(b) wurde, wie oben beschrieben, ein Teil der elastischen Streuung be-
rücksichtigt. Die Auswirkungen der Verwendung dieser Extraktionsergebnisse bei
der Analyse des integrierten β-Spektrums werden im anschließenden Abschnitt un-
tersucht.

6.5 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden zunächst die Ergebnisse der Extraktionen inelastischer
Energieverlustfunktionen inklusive optionaler nachträglicher Berücksichtigung elas-
tischer Streuung dargestellt und verglichen. Im Anschluss daran werden mehrere
mögliche Optimierungsmöglichkeiten präsentiert, welche einer genaueren Untersu-
chung bedürfen. Abschließend wird das grundsätzliche Vorgehen bei der Extrakti-
onsmethode mit der alternativen Entfaltung der Energieverlustfunktion aus [6, 7]
verglichen.

Die extrahierten inelastischen Energieverlustfunktionen, basierend auf einer
simulierten Messung der Antwortfunktion mit der Elektronenkanone, sind in Abb.
6.12 für unterschiedliche statistische Unsicherheiten dargestellt. Die starken Fluk-
tuationen der extrahierten Energieverlustfunktion für Energieverluste > 20 eV sind
auf die Extraktionsmethode aus Abschnitt 6.2 und auf den kleineren Gradienten
der Antwortfunktion für größere Überschussenergien zurückzuführen. Ein kleinerer
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Gradient besitzt eine größere statistische Unsicherheit und führt daher zu stärkeren
Fluktuationen. Solange diese Schwankungen der Wahrscheinlichkeitsdichte um den
korrekten Verlauf der Energieverlustfunktion erfolgen, hat dies nur einen kleinen Ein-
fluss auf die resultierende Antwortfunktion, denn die Energieverlustfunktion fließt
lediglich in gefalteter Form in die Antwortfunktion mit ein. Entscheidend ist somit
vielmehr die Fluktuation der integrierten Energieverlustfunktion. Eine Glättung der
Energieverlustfunktion, beispielsweise durch Faltung mit einer normierten Gaußver-
teilung, ist somit nicht erforderlich und hätte zudem einen schwer kalkulierbaren
Einfluss auf die Bestimmung der Neutrinomasse (vgl. Abb. 6.4).

6.5.1 Einfluss auf die Bestimmung der Neutrinomasse

Zur Untersuchung der Auswirkungen einer extrahierten inelastischen Energieverlust-
funktion mit optionaler nachträglicher Berücksichtigung der elastischen Streuung
werden, wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, mindestens 1000 KATRIN-Messungen
mit der Energieverlustfunktion aus Abb. 3.1 simuliert. Anschließend werden die-
se simulierten Messungen auf Grundlage einer extrahierten Energieverlustfunktion
analysiert.

Sämtliche Ergebnisse inklusive verwendeter Parameter sind tabellarisch im Anhang
A.1.2 zu finden.

In Abb. 6.13 sind die Werte ∆m2
ν inklusive ihrer statistischen Unsicherheiten für

unterschiedliche Analyseintervalle und unterschiedliche Anzahlen Ne an Elektro-
nen pro simuliertem Messintervall dargestellt. Die Grundlage der durchgeführten
Extraktionen bildet die durch Teilchentracking simulierte Antwortfunktion für die
Elektronenkanone aus Abschnitt 5.2 mit einer Breite der Energieverteilung von
sE = 0,1 eV. Das Diagramm 6.13(a) zeigt die Ergebnisse nach Verwendung der extra-
hierten inelastischen Energieverlustfunktionen ohne nachträgliche Berücksichtigung
elastischer Streuung, wohingegen für das Diagramm 6.13(b) eine nachträgliche Be-
rücksichtigung stattfand. Wie in Abschnitt 6.4 wurde dazu ein um 10 % zu kleiner
Wert für σel

σinel
verwendet. In Abb. 6.14 ist derselbe Sachverhalt dargestellt, jedoch

mit einer Breite der Energieverteilung von sE = 0,2 eV für die simulierte Antwort-
funktion.

Identische Ergebnisse für das 10 eV-Analyseintervall

In allen vier Diagrammen sind die Werte des 10 eV-Analyseintervalls jeweils unab-
hängig von Ne . Dies lässt sich darauf zurückführen, dass für Überschussenergien
< 10 eV lediglich Energieverluste durch elastische Streuung eine Rolle spielen. Die-
ser elastische Teil der Energieverlustfunktion ist in den oberen Diagrammen der
Abbildungen 6.13 und 6.14 komplett vernachlässigt, sodass der Wert von ∆m2

ν =
(−4±1)·10−3 (eV)2 die systematische Auswirkung auf die Bestimmung des Neutrino-
massenquadrats durch Vernachlässigung elastischer Streuung angibt. In den beiden
unteren Diagrammen 6.13(b) und 6.14(b) wurde für das 10 eV-Analyseintervall ex-
akt derselbe elastische Teil der Energieverlustfunktion verwendet, sodass ebenfalls
identische Werte für ∆m2

ν resultieren. Es ergibt sich mit ∆m2
ν = (−2±1) ·10−3 (eV)2

erwartungsgemäß eine deutlich kleinere systematische Unsicherheit.
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(a) Referenz: Mit sE = 0,2 eV gefaltete
inelastische Energieverlustfunktion
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(b) Extraktionsergebnis mit Ne = 106 e−
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(c) Extraktionsergebnis mit Ne = 107 e−
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(d) Extraktionsergebnis mit Ne = 108 e−

Abbildung 6.12: Die extrahierten inelastischen Energieverlustfunktionen
für unterschiedliche statistische Unsicherheiten. Die Grundlage dieser Extrak-
tionen bildet die durch Teilchentracking simulierte Messung der Antwortfunktion für
die Elektronenkanone aus Abschnitt 5.2 mit einer Breite der Energieverteilung von
sE = 0,2 eV. Unter Annahme verschiedener Anzahlen Ne an Elektronen pro qU -Wert
wurde diese Antwortfunktion vor der Extraktion mit statistischen Schwankungen ver-
sehen. Dadurch ergeben sich ebenfalls bei den Extraktionsergebnissen Fluktuationen,
die durch Vergrößerung von Ne sichtbar abnehmen.
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Größere systematische Unsicherheiten bei größeren Analyseintervallen

Tendenziell ergeben sich für größere Analyseintervalle betragsmäßig größere Werte
für ∆m2

ν , jedoch mit einigen Ausnahmen vor allem bei sE = 0,2 eV. Eine Zunahme
der systematischen Unsicherheit bei größeren Analyseintervallen erscheint plausibel,
da die extrahierte inelastische Energieverlustfunktion für Energieverluste > 20 eV
ungenauer extrahiert werden kann als für kleinere Energieverluste. Die Ausnahmen
lassen sich damit begründen, dass eine Faltung der Energieverlustfunktion mit ei-
ner Gaußkurve für die Analyseintervalle bis einschließlich 30 eV ein positives ∆m2

ν

zur Folge hat (vgl. Abb. 6.4). Insbesondere bei sE = 0,2 eV steht dieser Effekt in
Konkurrenz zu dem hier betrachteten Effekt durch die Extraktion. Da sich bei dem
40 eV-Intervall aus Abb. 6.4 im Gegensatz zu den kleineren Intervallen ein negatives
∆m2

ν ergibt, sind auch bei der Untersuchung mit extrahierten Energieverlustfunktio-
nen die Werte des 40 eV-Analyseintervalls in allen Diagrammen ausnahmslos negativ
und betragsmäßig am größten. An dieser Stelle sei erneut darauf hingewiesen, dass
aufgrund der gegenseitigen Aufhebung verschiedener Effekte eine vermeintlich ge-
ringe systematische Unsicherheit resultiert. Diese Effekte müssen deshalb einzeln
und bei unterschiedlichen Rahmenbedingungen untersucht werden. Eine asymme-
trische Energieverteilung der Elektronenkanone könnte beispielsweise einen deutlich
anderen systematischen Effekt nach sich ziehen. Dies gilt es künftig genauer zu un-
tersuchen.

Kleinere systematische Unsicherheiten durch mehr Elektronen

Bei allen betrachteten Analyseintervallen > 10 eV der vier genannten Diagramme
ergeben sich die größten systematischen Unsicherheiten erwartungsgemäß bei der
kleinsten Anzahl Ne von 106 Elektronen pro simuliertem Messintervall. Da zur Er-
zeugung der benötigten Antwortfuntkionen für die Elektronenkanone 108 Elektronen
durch Teilchtracking simuliert wurden, wäre es hier nicht sinnvoll, zur nachträglich
erzeugten statistischen Fluktuation Ne größer als 108 zu wählen. Es zeigt sich, dass
bereits eine Erhöhung der Elektronenanzahl von 107 auf 108 keine Verkleinerung der
systematischen Unsicherheiten mehr zur Folge hat, sondern offenbar durch einen
ungünstigen Bestwert P̂0 teilweise sogar eine Vergrößerung derselben bewirkt. Da
nach Abschnitt 6.3.2 aufgrund von Schwankungen der Säulendichte im Promillebe-
reich ohnehin keine Elektronenanzahlen dieser Größenordnung gewinnbringend sind,
stehen die systematischen Unsicherheiten für Ne = 106 und Ne = 107 im Fokus der
Betrachtung.

Kleinere systematische Unsicherheiten durch nachträgliche Berücksichti-
gung eleastischer Streuung

Auch wenn ein um 10 % zu kleiner Quotient σel

σinel
bei der nachträglichen Berück-

sichtigung von Energieverlusten durch elastische Streuung angenommen wurde, so
bewirkt diese Berücksichtigung eine Verkleinerung der systematischen Unsicherheit
in allen Fällen um etwa 2 · 10−3 (eV)2.

Fazit

Für das in [5] betrachtete Analyseintervall von 30 eV ist ein Limit von 6 · 10−3 (eV)2

zur Bestimmung der Antwortfunktion angegeben. Dieser Wert wird für Ne = 106
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Elektronen in allen vier betrachteten Fällen deutlich überschritten. Für Ne = 107

und Ne = 108 ergeben sich erst bei nachträglicher Berücksichtigung von elastischer
Streuung deutlich kleinere systematische Unsicherheiten. Im günstigsten Fall liegt
der Wert ∆m2

ν = (−2 ± 5) · 10−3 (eV)2 vor, der für Ne = 107 und sE = 0,2 eV
erreicht wird. Dies ist jedoch lediglich durch die oben erwähnte teilweise Auslöschung
verschiedener Effekte möglich und daher mit Vorsicht zu betrachten.

Für kleinere Analyseintervalle ergeben sich, insbesondere bei nachträglicher Berück-
sichtigung elastischer Streuung, deutlich kleinere systematische Unsicherheiten. Für
sE = 0,2 eV ergibt sich bei Betrachtung des 20 eV-Analyseintervalls im unteren Dia-
gramm der Wert ∆m2

ν = (−21±7) ·10−3 (eV)2. Eine nachträgliche Berücksichtigung
elastischer Streuung ist in jedem Fall ratsam, auch wenn der Anteil des inelastischen
Wirkungsquerschnitts nicht sehr genau bekannt ist. Für die Anzahl an Elektronen
Ne eines Messintervalls sollte für ein Analyseintervall > 20 eV ein größerer Wert als
Ne = 106 angestrebt werden.

6.5.2 Optimierungsmöglichkeiten

Fit der Energieverluste durch Ionisation

Aufgrund der vergleichsweise starken Fluktuationen der extrahierten inelastischen
Energieverlustfunktion für Energieverluste > 20 eV könnte in diesem Bereich ein Fit
des Ionisationsteils an eine analytische Funktion zu einer Verkleinerung von |∆m2

ν |
führen (vgl. [56]).

Messprinzip

Da die analytisch berechneten Antwortfunktionen monoton ansteigen, sind für grö-
ßere Überschussenergien kleinere Werte für Ne ausreichend, um dieselbe statistische
Unsicherheit zu erhalten. Somit ist es denkbar, die Messdauer für größere Über-
schussenergien zu verkleinern.

Wie bereits erwähnt, liegt die Stärke der Fluktuation der Säulendichte im Promil-
lebereich für zwei Stunden und ist nach [17] noch nicht genauer bekannt. Bei der
künftigen Messung der Antwortfunktion für die Elektronenkanone könnte in klei-
neren Zeitabständen als zwei Stunden zu einer Überschussenergie von 10 eV zur
Bestimmung von P̂0 zurückgekehrt werden, um eine kleinere effektive Fluktuation
der Säulendichte zu erreichen.

Elastische Streuung

Es wurde gezeigt, dass auch bei sehr ungenauer Kenntnis der elastischen und inelas-
tischen Wirkungsquerschnitte durch nachträgliche Berücksichtigung der elastischen
Streuung eine deutliche Verkleinerung der resultierenden Unsicherheit auf m2

ν erzielt
werden kann. Es können realistischere Werte für σel

σinel
gewählt werden als in dieser

Arbeit. Allerdings sollte untersucht werden, wie genau die Theorie den Verlauf der
elastischen Energieverlustfunktion beschreibt.

6.5.3 Vergleich mit bisherigen Methoden

In [6, 7] wird eine Methode vorgestellt, mit der die Energieverlustfunktion durch die
Lösung eines linearen Gleichungssystems (LGS) und einer anschließenden mathema-
tischen Entfaltung bestimmt werden kann.
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(a) Keine nachträgliche Berücksichtung elastischer Streuung

10
6

10
7

10
8

−0.025

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

Elektronen pro Messintervall

∆
m

2 ν
(e
V
)2

 

 

10 eV Intervall
20 eV Intervall
30 eV Intervall
40 eV Intervall

(b) Inklusive nachträglicher Berücksichtung elastischer Streuung

Abbildung 6.13: Ergebnisse aus den Spektrumsanalysen mit mehreren ent-
falteten Energieverlustfunktionen. Es gilt für die Energieverteilung der si-
mulierten Elektronenkanone sE = 0,1 eV. In (a) wurde auf eine nachträgliche
Berücksichtigung elastischer Streuung verzichtet. In (b) fand eine nachträgliche Be-
rücksichtigung mit einem um 10 % zu kleinen Quotienten σel

σinel
statt.
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(b) Inklusive nachträglicher Berücksichtung elastischer Streuung

Abbildung 6.14: Ergebnisse aus den Spektrumsanalysen mit mehreren ent-
falteten Energieverlustfunktionen. Es gilt für die Energieverteilung der si-
mulierten Elektronenkanone sE = 0,2 eV. In (a) wurde auf eine nachträgliche
Berücksichtigung elastischer Streuung verzichtet. In (b) fand eine nachträgliche Be-
rücksichtigung mit einem um 10 % zu kleinen Quotienten σel

σinel
statt.
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Anzahl erforderlicher Messungen

Zur Aufstellung des LGS sind mindestens drei Messungen der Antwortfunktion für
die Elektronenkanone bei unterschiedlichen effektiven Säulendichten erforderlich,
während für die Extraktionsmethode dieser Arbeit die Messung einer Antwortfunk-
tion bei einer dafür optimalen Säulendichte ausreicht.

Bestimmung der Streuwahrscheinlichkeiten

Die Bestimmung der Streuwahrscheinlichkeiten erfolgt in den oben genannten Ar-
beiten durch eine numerische Berechnung und ohne Berücksichtigung von Unsicher-
heiten durch ungenaue Kenntnis der Säulendichte ρd bzw. des Wirkungsquerschnitts
σ . In Abschnitt 6.1.3 der vorliegenden Arbeit wurde eine experimentelle Methode
zur Bestimmung der inelastischen Streuwahrscheinlichkeiten vorgestellt.

Elastische Streuung

In [7] wird der elastische Anteil der Energieverlustfunktion direkt aus einer zu mes-
senden Antwortfunktion bestimmt, während die Extraktionsmethode lediglich eine
nachträgliche Berücksichtigung der elastischen Streuung zulässt.

Entfaltung versus Extraktion

Da die Transmissionsfunktion der Elektronenkanone näherungsweise einer Stufen-
funktion entspricht und eine Faltung mit einer solchen Stufenfunktion lediglich eine
Integration bewirkt, führt im Umkehrschluss eine Entfaltung näherungsweise zu ei-
ner Differentiation, ähnlich wie bei der Extraktionsmethode. Da durch eine Entfal-
tung bei ungenauer Kenntnis der Energieverteilung der Elektronenkanone und der
Antwortfunktion starke Fluktuationen der erhaltenen Energieverlustfunktion resul-
tieren, wurde in Abschnitt 6.1.2 dieser Arbeit untersucht, welche Auswirkungen
eine Extraktion der Energieverlustfunktion ohne Berücksichtigung dieser Energie-
verteilung hat. Prinzipiell könnte eine solche Entfaltung auch nach der Extraktion
erfolgen. Jedoch müssten zur Untersuchung etwaiger Verbesserungen durch die Ent-
faltung zusätzliche, realistischere Energieverteilungen inklusive deren Unsicherheiten
verwendet werden.

Simulationsmethoden

Während die Antwortfunktionen für die Elektronenkanone in [6, 7] durch Mon-
te-Carlo-Methoden simuliert wurden, wurde für diese Arbeit ein Teilchentracking
durchgeführt, welches beispielsweise lokale Unterschiede der Tritiumdichte und des
Magnetfelds in der Quelle berücksichtigt.

Für diese Arbeit wurden aktuelle Programmpakete für das Teilchentracking und die
Analysemethoden verwendet, siehe dazu Kap. 3.



7. Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

Seit dem Nachweis der Neutrinooszillation besteht kein Zweifel mehr daran, dass
Neutrinos entgegen der Annahme des Standardmodells eine von Null verschiedene
Masse besitzen. Aus der Theorie können lediglich Massendifferenzen zwischen Neu-
trinos unterschiedlichen Flavours angegeben werden, daher ist eine experimentelle
Bestimmung der Neutrinomasse erforderlich. Durch kinematische Untersuchungen
von Elektronen aus dem Tritiumbetazerfall kann bislang lediglich eine Obergrenze
von mνe < 2,05 eV/c2 (95 % C.L.) für die Masse des Elektron-Antineutrinos ange-
geben werden.

Das KATRIN-Experiment wird die Neutrinomasse durch eine hochpräzise Lang-
zeitmessung des β-Spektrums von molekularem Tritium mit einer Sensitivität von
mν ≤ 200 meV/c2 bestimmen können. Um dies zu erreichen, müssen für die Analyse
der künftigen Messergebnisse genaue Berechnungen der integrierten Betaspektren
durchgeführt werden. Die Antwortfunktion bildet eine wichtige Komponente dieser
Spektren und berücksichtigt viele Parameter des KATRIN-Experiments. Unsicher-
heiten einzelner Parameter führen zu einer weniger genau berechneten Antwort-
funktion und damit zu einer systematischen Unsicherheit auf m2

ν . Die Energiever-
lustfunktion ist ein wesentliches Element der Antwortfunktion und berücksichtigt
Energieverluste infolge von Streuprozessen zwischen Elektronen und Tritiummole-
külen. Sie ist ein weiterer Unsicherheitsfaktor und muss möglichst genau bestimmt
werden.

Zur Minimierung dieser Unsicherheiten werden bereits vor Beginn der Hauptmessun-
gen verschiedene Simulationen durchgeführt. Einerseits dient dies der Vorbereitung
und Optimierung der künftigen Analysen und andererseits der Untersuchung von
systematischen Einflüssen, die verschiedene Effekte und Restunsicherheiten einzel-
ner Parameter auf die Neutrinomassenbestimmung haben. Mit Kassiopeia, SSC und
KaFit wurden drei wichtige Simulationspakete in dieser Arbeit vorgestellt und an-
gewendet.
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Die in [5] festgelegte Obergrenze von 6 · 10−3 (eV/c2)2 für die resultierende Unsi-
cherheit im Zusammenhang mit der Antwortfunktion gilt es einzuhalten. Es wurden
zwei Näherungen bei der Berechnung der Antwortfunktion untersucht: Für das ge-
plante 30 eV-Analyseintervall bewirkte die Vernachlässigung relativistischer Effekte
eine Unsicherheit von ∆m2

ν = (−6,7 ± 0,4) · 10−3 (eV/c2)2. Die in [5] vernachläs-
sigte nicht-isotrope Winkelverteilung i-fach gestreuter Elektronen führte zu einer
Unsicherheit von ∆m2

ν = (+8,5 ± 0,4) · 10−3 (eV/c2)2 . Beide Effekte dürfen somit
nicht vernachlässigt werden. In diesem Zusammenhang wurde darauf hingewiesen,
dass eine simultane Vernachlässigung dieser Effekte zu einem kleineren Wert für
∆m2

ν führt als die Vernachlässigung nur eines der beiden Effekte. Dies liegt daran,
dass sich systematische Unsicherheiten entgegengesetzten Vorzeichens teilweise auf-
heben. Aufgrund der komplexen Analysemethoden lässt sich jedoch schwer abschät-
zen, wann diese gegenseitige Aufhebung in welchem Maße stattfindet. Zur Sicherheit
müssen deshalb alle betrachteten Effekte stets separat untersucht werden.

Mit einem Teilchentracking wurden für die Messung mit einer Elektronenkanone zwei
Antwortfunktionen simuliert. Dieses Teilchentracking umfasste jeweils 108 Elektro-
nen mit Startenergieverteilungen der Breiten 0,1 eV und 0,2 eV und berücksichtigte
sowohl Energieverluste als auch Winkeländerungen in Folge von Streuprozessen in
der Tritiumquelle. Die aus dem Teilchentracking resultierenden Streuwahrschein-
lichkeiten wurden mit numerisch berechneten verglichen. Bis zur Dreifachstreuung
ergaben sich dabei Abweichung im Promillebereich und ab der Vierfachstreuung
Abweichungen im Prozentbereich. Bei der Extraktion der Energieverlustfunktion
wurden numerisch berechnete Streuwahrscheinlichkeiten ohne Berücksichtigung der
Winkeländerungen verwendet.

Zur Entwicklung dieser Extraktionsmethode wurden zunächst verschiedene Nähe-
rungen untersucht und angewendet. Es wurde gezeigt, dass mit einer zukünfti-
gen Elektronenkanonenmessung bei einer Überschussenergie von 10 eV die Wahr-
scheinlichkeiten für inelastische Streuungen bestimmt werden können. Dies ermög-
licht die anschließend vorgestellte und durchgeführte Extraktion der inelastischen
Energieverlustfunktion mit den durch Teilchentracking generierten Antwortfunktio-
nen. Die Elektronenkanonenmessung wird im Idealfall bei einer Säulendichte von
ρd . 3·1021 m−2 durchzuführen sein. Dabei wird die Messung lediglich einer Antwort-
funktion ausreichend sein und eine Messzeit < 1 Tag wird voraussichtlich genügen.
Ein optionales nachträgliches Hinzufügen des theoretisch berechneten elastischen
Teils der Energieverlustfunktion wurde getestet.

Abschließend fand eine Untersuchung der Auswirkungen auf die Neutrinomassen-
bestimmung in Folge der Analyse mit unterschiedlichen extrahierten Energiever-
lustfunktionen statt. Ohne eine nachträgliche Berücksichtigung der Energieverluste
durch elastische Streuung ergaben sich für das geplante 30 eV-Analyseintervall Un-
sicherheiten von ∆m2

ν ≈ −6 · 10−3 (eV/c2)2 bei 107 Elektronen pro simuliertem
Messwert. Durch die nachträgliche Berücksichtigung der elastischen Energieverlust-
funktion konnte trotz bewusst ungenau gewählten Werten für die Wirkungsquer-
schnitte1 eine deutliche Verbesserung auf ∆m2

ν . −4 · 10−3 (eV/c2)2 erzielt werden,
was im Bereich der Anforderungen liegt.

1Der Quotient aus elastischem und inelastischem Wirkungsquerschnitt wurde 10 % zu klein
gewählt
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Weitere Optimierungsmöglichkeiten zur Extraktion der Energieverlust-
funktion

Die resultierenden systematischen Unsicherheiten in Folge extrahierter Energiever-
lustfunktionen können noch genauer bestimmt und voraussichtlich weiter minimiert
werden. Dazu seien einige Optimierungsvorschläge genannt:

• Die Extraktion der Energieverlustfunktion wurde am Beispiel einer Antwort-
funktion durchgeführt, welche durch Teilchentracking erzeugt wurde. Statis-
tische Unsicherheiten wurden dabei nachträglich generiert, da diese Antwort-
funktion lediglich den hypothetischen Fall repräsentiert, dass bei allen Ge-
genspannungen gleichzeitig gemessen werden kann. Um diese Unsicherheiten
zuverlässig generieren zu können, darf die Antwortfunktion zuvor nur kleine-
re Unsicherheiten aufweisen. Dazu kann ein Teilchtracking mit weiteren
Elektronen durchgeführt werden.

• Bei der nachträglichen Berücksichtigung der elastischen Energieverlustfunktion
wurden bewusst sehr ungenaue Werte für die Wirkungsquerschnitte verwen-
det. Diese können wesentlich realistischer gewählt werden, jedoch gilt es zu
untersuchen, wie genau den theoretischen Berechnungen zum Verlauf der
elastischen Energieverlustfunktion vertraut werden kann.

• Um besser abschätzen zu können, wie genau die Antwortfunktion für die Elek-
tronenkanone experimentell bestimmt werden kann, muss neben der Stabilität
der Säulendichte auch die Stabilität der Emissionsrate der Elektronenka-
none untersucht werden. Dadurch kann ebenfalls ein sinnvoller Wert für die
ideale Messdauer bei einer Gegenspannung angegeben werden. Zudem können
mit einer realistischeren Energieauflösung der Elektronenkanone weitere
Simulationen durchgeführt werden.

• Die Antwortfunktion für die Elektronenkanone aus Kap. 5 wurde durch ein
Teilchentracking simuliert. Die Abweichungen der daraus resultierten Streu-
wahrscheinlichkeiten zu den numerisch berechneten könnten durch Korrek-
turfaktoren bei der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion
berücksichtigt werden.

Abschließend sei darauf hingewiesen, dass in Bezug auf die Berechnung der Ant-
wortfunktion in dieser Arbeit keine Synchrotronabstrahlung der Elektronen be-
rücksichtigt wurde. Es bleibt zu untersuchen, wie dieser Effekt beispielsweise den
Grenzwinkel beeinflusst, bis zu welchem die Elektronen einer bestimmten Startener-
gie transmittiert werden.
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A. Simulationsergebnisse

A.1 Bestimmung systematischer Unsicherheiten

mit KaFit

In diesem Anhang sind die Simulationsergebnisse aus den Kapiteln 4 und 6 zu-
sammengetragen. Die Untersuchung systematischer Effekte erfolgte jeweils für die
Analyseintervalle von 10 eV, 20 eV, 30 eV und 40 eV.
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A.1.1 Analyse mit genäherten Antwortfunktionen

Tabelle A.1: Systematische Fehler auf m2
ν durch Analyse mit der nach Gl.

(4.13) genäherten Antwortfunktion. Für die Simulation der KATRIN-Messungen
wurde die Antwortfunktion aus Gl. (4.20) verwendet.

Analyseintervall (eV) ∆m2
ν ((eV)2) σstat ((eV)2)

10 +0,001± 0,001 0,0431±0,0009

20 +0,0025± 0,0005 0,0197±0,0003

30 +0,0085± 0,0004 0,0166±0,0003

40 +0,0114± 0,0003 0,0149±0,0003

Tabelle A.2: Systematische Fehler auf m2
ν durch Analyse mit der Antwort-

funktion aus Gl. (4.20), jedoch ohne relativistische Korrektur. Die Antwort-
funktion zur Simulation der KATRIN-Messungen berücksichtigt den relativistischen
Einfluss und beruht ebenfalls auch der Berechnungsweise nach Gl. (4.20).

Analyseintervall (eV) ∆m2
ν ((eV)2) σstat ((eV)2)

10 -0,007±0,001 0,0443±0,0009

20 -0,0067±0,0005 0,0200±0,0004

30 -0,0067±0,0004 0,0168±0,0003

40 -0,0066±0,0003 0,0150±0,0003

Tabelle A.3: Systematische Fehler auf m2
ν durch Analyse mit der nach Gl.

(4.13) genäherten Antwortfunktion und ohne relativistische Korrektur. Zur
Simulation der KATRIN-Messungen wurde die Antwortfunktion aus Gl. (4.20) inklu-
sive relativistischer Korrektur verwendet.

Analyseintervall (eV) ∆m2
ν ((eV)2) σstat ((eV)2)

10 -0,006±0,001 0,0437±0,0009

20 -0,0026±0,0005 0,0202±0,0003

30 +0,0028±0,0004 0,0160±0,0003

40 +0,0054±0,00003 0,0147±0,0002
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A.1.2 Analyse mit unterschiedlichen Energieverlust-
funktionen

Tabelle A.4: Systematische Unsicherheiten auf m2
ν durch Analyse mit ge-

falteten Energieverlustfunktionen. Gefaltet wurde lediglich der inelastische Teil
der Energieverlustfunktion mit unterschiedlichen Werten für die Standardabweichung
sE der Gaußkurve.

Analyseintervall (eV) sE (eV) ∆m2
ν ((eV)2) σstat ((eV)2)

20 0,1 -0,0001 ± 0,0005 0,0203 ± 0,0003

0,2 +0,0007 ± 0,0005 0,0205 ± 0,0003

0,3 +0,0019 ± 0,0005 0,0201 ± 0,0004

30 0,1 +0,0001 ± 0,0004 0,0163 ± 0,0003

0,2 +0,0007 ± 0,0004 0,0166 ± 0,0003

0,3 +0,0022 ± 0,0004 0,0165 ± 0,0003

40 0,1 -0,0006 ± 0,0003 0,0148 ± 0,0003

0,2 -0,0002 ± 0,0003 0,0149 ± 0,0003

0,3 -0,0002 ± 0,0003 0,0147 ± 0,0003
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Tabelle A.5: Systematische Unsicherheiten auf m2
ν durch Analyse mit extra-

hierten inelastischen Energieverlustfunktionen ohne nachträgliche Berück-
sichtigung elastischer Streuung. Es wird differenziert zwischen unterschiedlichen
Analyseintervallen, unterschiedlichen Standardabweichungen sE der Energieverteilung
der Elektronen und unterschiedlichen Anzahlen # e− von Elektronen pro simuliertem
Messintervall.

Analyseintervall (eV) sE (eV) # e− ∆m2
ν ((eV)2) σstat ((eV)2)

10 0,1 1 Mio -0,004 ± 0,001 0,045 ± 0,001

10 Mio -0,004 ± 0,001 0,045 ± 0,001

100 Mio -0,004 ± 0,001 0,045 ± 0,001

0,2 1 Mio -0,004 ± 0,001 0,045 ± 0,001

10 Mio -0,004 ± 0,001 0,045 ± 0,001

100 Mio -0,004 ± 0,001 0,045 ± 0,001

20 0,1 1 Mio -0,0053 ± 0,0007 0,0203 ± 0,0006

10 Mio -0,0042 ± 0,0007 0,0193 ± 0,0006

100 Mio -0,0051 ± 0,0007 0,0190 ± 0,0006

0,2 1 Mio -0,0061 ± 0,0007 0,0190 ± 0,0006

10 Mio -0,0030 ± 0,0007 0,0194 ± 0,0006

100 Mio -0,0031 ± 0,0007 0,0203 ± 0,0006

30 0,1 1 Mio -0,0159 ± 0,0006 0,0180 ± 0,0005

10 Mio -0,0059 ± 0,0006 0,0175 ± 0,0005

100 Mio -0,0066 ± 0,0006 0,0171 ± 0,0005

0,2 1 Mio -0,0112 ± 0,0006 0,0168 ± 0,0005

10 Mio -0,0030 ± 0,0006 0,0170 ± 0,0005

100 Mio -0,0057 ± 0,0006 0,0170 ± 0,0005

40 0,1 1 Mio -0,0238 ± 0,0005 0,0160 ± 0,0005

10 Mio -0,0086 ± 0,0005 0,0153 ± 0,0004

100 Mio -0,0096 ± 0,0005 0,0152 ± 0,0004

0,2 1 Mio -0,018 ± 0,001 0,0157 ± 0,0005

10 Mio -0,0051 ± 0,0005 0,0145 ± 0,0004

100 Mio -0,0090 ± 0,0005 0,0153 ± 0,0004
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Tabelle A.6: Systematische Unsicherheiten auf m2
ν durch Analyse mit extra-

hierten inelastischen Energieverlustfunktionen inklusive nachträglicher Be-
rücksichtigung elastischer Streuung. Es wird differenziert zwischen unterschied-
lichen Analyseintervallen, unterschiedlichen Standardabweichungen sE der Energie-
verteilung der Elektronen und unterschiedlichen Anzahlen # e− von Elektronen pro
simuliertem Messintervall.

Analyseintervall (eV) sE (eV) # e− ∆m2
ν ((eV)2) σstat ((eV)2)

10 0,1 1 Mio -0,002 ± 0,001 0,0437 ± 0,0008

10 Mio -0,002 ± 0,001 0,0437 ± 0,0008

100 Mio -0,002 ± 0,001 0,0437 ± 0,0008

0,2 1 Mio -0,002 ± 0,001 0,0437 ± 0,0008

10 Mio -0,002 ± 0,001 0,0437 ± 0,0008

100 Mio -0,002 ± 0,001 0,0437 ± 0,0008

20 0,1 1 Mio -0,0034 ± 0,0007 0,0198 ± 0,0005

10 Mio -0,0010 ± 0,0007 0,0197 ± 0,0005

100 Mio -0,0012 ± 0,0007 0,0195 ± 0,0005

0,2 1 Mio -0,0021 ± 0,0007 0,0194 ± 0,0005

10 Mio +0,0002 ± 0,0007 0,0194 ± 0,0005

100 Mio -0,0004 ± 0,0007 0,0194 ± 0,0005

30 0,1 1 Mio -0,0136 ± 0,0006 0,0176 ± 0,0005

10 Mio -0,0044 ± 0,0006 0,0156 ± 0,0005

100 Mio -0,0047 ± 0,0006 0,0161 ± 0,0005

0,2 1 Mio -0,0096 ± 0,0006 0,0163 ± 0,0005

10 Mio -0,0002 ± 0,0005 0,0154 ± 0,0004

100 Mio -0,0042 ± 0,0006 0,0158 ± 0,0005

40 0,1 1 Mio -0,0213 ± 0,0005 0,0160 ± 0,0005

10 Mio -0,0063 ± 0,0005 0,0152 ± 0,0004

100 Mio -0,0070 ± 0,0005 0,0148 ± 0,0004

0,2 1 Mio -0,0157 ± 0,0005 0,0157 ± 0,0005

10 Mio -0,0024 ± 0,0005 0,0144 ± 0,0004

100 Mio -0,0063 ± 0,0005 0,0152 ± 0,0004
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A.2 Ergebnisse aus dem Teilchentracking

In diesem Anhang sind die Simulationsergebnisse aus Kap. 5 zusammengetragen. Das
Teilchentracking mit Kassiopeia wurde im Hinblick auf inelastische Streuprozesse
innerhalb der Tritiumquelle durchgeführt und ausgewertet.

Tabelle A.7: Trackingergebnisse mit einer Startenergieverteilung der Breite
sE = 0,1 eV. Insgemsamt wurden 108 Elektronen getrackt, wovon 26045 Elektronen
als nicht detektiert gewertet wurden. Diese Elektronen besaßen nach Streuprozessen
einen zu großen Winkel, um transmittiert zu werden.

# inel. # detekt. detekt. relative Un- relative Abweichung zu
Streuungen Elektr. Elektr. (%) sicherheit (%) num. Berechnung (%)

0 36775364 36,7754 0,017 -0,12±0,02

1 36738825 36,7388 0,017 -0,13±0,02

2 18391280 18,3913 0,023 0,07±0,02

3 6151758 6,1518 0,040 0,51±0,04

4 1545121 1,5451 0,080 1,07±0,08

5 310458 0,3105 0,18 1,63±0,18

6 52444 0,0524 0,44 3,10±0,45

7 7607 0,0076 1,15 4,8±1,2

8 968 0,0010 3,21 6,8±3,4

9 117 0,0001 9,25 16±10

> 9 13 0,0000
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Tabelle A.8: Trackingergebnisse mit einer Startenergieverteilung der Brei-
te sE = 0,2 eV. Insgemsamt wurden 1,0039 · 108 Elektronen getrackt, wovon 26062
Elektronen als nicht detektiert gewertet wurden. Diese Elektronen besaßen nach Streu-
prozessen einen zu großen Winkel, um transmittiert zu werden.

# inel. # detekt. detekt. relative Un- relative Abweichung zu
Streuungen Elektr. Elektr. (%) sicherheit (%) num. Berechnung (%)

0 36915879 36,7725 0,017 -0,13±0,02

1 36885014 36,7417 0,017 -0,13±0,02

2 18468632 18,3969 0,023 0,11±0,02

3 6169370 6,1454 0,040 0,41±0,04

4 1551576 1,5456 0,080 1,10±0,08

5 312315 0,3111 0,18 1,84±0,18

6 52437 0,0522 0,44 2,69±0,45

7 7511 0,0075 1,15 3,1±1,2

8 1059 0,0011 3,07 16,3±3,6

9 118 0,0001 9,21 16±10

> 9 27 0,0000
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