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Einleitung

Der experimentelle Nachweis von Neutrinos gelang erstmals 1956 durch Reines und
Cowan [1] und bestitigte damit die vorausgegangenen Uberlegungen von Pauli, der
ihre Existenz bereits 1930 postulierte [2]. Trotz oder gerade wegen der extrem schwa-
chen Interaktion von Neutrinos mit Materie sehen sich Physiker seither grofien theo-
retischen wie experimentellen Herausforderungen in der Neutrinophysik gegeniiber-
gestellt.

Im Standardmodell der Teilchenphysik sind die Neutrinos seit den 1960er Jahren
als masselose Leptonen beriicksichtigt. Doch die u. a. im Super-Kamiokande Experi-
ment bestétigte Existenz der Neutrinooszillation [3] setzt eine von Null verschiedene
Neutrinomasse voraus und bietet damit einen ersten Einblick in die Physik jenseits
des Standardmodells.

Nach bisherigen Experimenten zur direkten Bestimmung der Neutrinomasse kann
durch die kinematische Untersuchung von Elektronen aus dem Tritiumbetazerfall
eine aktuelle Obergrenze von my, < 2,05eV/c? (95% C.L.) fiir die Masse des Elek-
tron-Antineutrinos angegeben werden [4]. Kap. [1|gibt einen Uberblick zur geschicht-
lichen Entwicklung und dem heutigen Stand der Neutrinophysik.

Das in Kap. 2 vorgestellte KArlsruhe TRItium Neutrino (KATRIN) Experi-
ment basiert ebenfalls auf dem Tritiumbetazerfall und befindet sich derzeit im Auf-
bau am Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT). Es wird in der Lage sein, die
Masse des Elektron-Antineutrinos mit einer bisher unerreichten Sensitivitéit von
m, < 200meV/c? [5] zu bestimmen und ist damit um eine Gréflenordnung ge-
nauer als die bisherigen Experimente. Zum Erreichen dieser Zielsetzung ist eine
sehr prézise Vermessung des [-Spektrums entscheidend. Unsicherheiten einzelner
Parameter des Experiments miissen auf ein Minimum reduziert werden, sodass eine
zuverlédssige Analyse der Messergebnisse stattfinden kann. Bereits vor Beginn der
Hauptmessungen werden dazu Simulationen durchgefiihrt, die im Hinblick auf die
Neutrinomassenbestimmung detaillierte Auskunft iiber den Einfluss wichtiger Effek-
te geben. Simulationsmethoden, die im Rahmen dieser Arbeit zum Einsatz kommen,
werden in Kap. 3| vorgestellt und in den folgenden Kapiteln angewendet.

Dass beim KATRIN-Experiment sehr genaue Berechnungen des S-Spektrums erfor-
derlich sind, wird in Kap. [4| deutlich, wenn nach einer umfassenden Beschreibung
des Transmissionsverhaltens der Elektronen verschiedene Néaherungen bei der Be-
rechnung des resultierenden Spektrums untersucht werden.

Im Experiment fiithren elastische und inelastische Streuprozesse zwischen den nach-
zuweisenden [-Elektronen und Tritiummolekiilen der gasférmigen Quelle zu Ener-
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gieverlusten, die bei der Analyse beriicksichtigt werden miissen. In diesem Zusam-
menhang erfolgt bereits vor Beginn der eigentlichen Neutrinomassen-Messungen eine
experimentelle Bestimmung der sogenannten Energieverlustfunktion. Die damit ein-
hergehenden Unsicherheiten haben einen mafigeblichen systematischen Einfluss auf
die Sensitivitit des KATRIN-Experiments. Mit der Entfaltung der Energieverlust-
funktion wurde in [6, [7] bereits eine mogliche Bestimmungsmethode untersucht. Sie
beruht auf der genauen Kenntnis von Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Streupro-
zesse in der Tritiumquelle stattfinden.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Entwicklung, Anwendung und Untersuchung
einer alternativen Methode (Extraktion der Energieverlustfunktion), durch welche
die Energieverlustfunktion ohne detaillierte Vorkenntnisse der Streuprozesse expe-
rimentell bestimmt werden kann. In Kap. [b| wird zunéchst die dafiir erforderliche
Messung unter Beriicksichtigung von Streuprozessen simuliert. Anschliefend wird
die Extraktion der Energieverlustfunktion in Kap. [6] vorgestellt und erlautert. In
einem letzten Schritt werden dann die damit verbundenen Unsicherheiten bei der
Neutrinomassenbestimmung fiir unterschiedliche Rahmenbedingungen untersucht.



1. Neutrinophysik

Dieses Kapitel gibt zur physikalischen Motivation des KATRIN-Experiments einen
kurzen Einblick in die Entwicklung und den aktuellen Stand der Neutrinophysik. Ab-
schnitt befasst sich zunéchst mit der historischen Etablierung der Neutrinos als
Elementarteilchen und liefert anschliefend eine Zusammenfassung ihrer wichtigsten
physikalischen Eigenschaften. Im Zusammenhang mit der Neutrinooszillation wird
daraufhin der Fokus in Abschnitt auf die Neutrinomasse gelegt, deren Bestim-
mung in Abschnitt thematisiert wird.

1.1 Geschichtliche Entwicklung der
Neutrinophysik

W. Pauli postulierte 1930 die Existenz des Neutrinos. Schriftlich wurde es erstmals
in seinem berithmten Brief an seine Arbeitskollegen erwihnt (,,Sehr geehrte radio-
aktive Damen und Herren...“ [2]) und darin noch als Neutron| bezeichnet. Nachdem
sowohl beim a-Zerfall als auch beim ~v-Zerfall diskrete Linienspekten beobachtet
werden konnten, gab es fiir das kontinuierliche Energiespektrum des erstmals 1911
von L. Meitner und 1914 von O. Hahn beobachteten -Zerfalls keine Erklarung. Die
Energie- und Impulserhaltungen waren augenscheinlich verletzt, was die Wissen-
schaftler vor grofle Rétsel stellte. Pauli 16ste dieses Problem durch die theoretische
Einfithrung eines neuen, bis dahin nicht nachgewiesenen Teilchens: dem Neutrino v
bzw. Antineutrino 7. Dieses sollte nach Pauli beim [-Zerfall eines Neutrons in ein
Proton und ein Elektron als drittes Teilchen partizipieren:

n—pt+e +7. (1.1)

Durch Emission des Neutrinos unter verschiedenen Winkeln und mit unterschied-
lichen Energien war nun der Ausgleich der Energie- und Impulsbilanzen moglich,

'Erst nachdem J. Chadwick 1932 das heute als Neutron bekannte Teilchen entdeckte, erfolgte
die Umbenennung in Neutrino.
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sodass dieses etablierte Konzept der Erhaltungssédtze beibehalten werden konnte.
AuBlerdem leuchtete nun ein, warum ein Atomkern beim [-Zerfall eine ganzzahlige
Spindnderung erfahrt, wihrend durch das Elektron lediglich der Spin % davongetra-
gen wird. Das Neutrino sollte deshalb ebenfalls den Spin % besitzen. Der experimen-
telle Nachweis des Neutrinos gelang jedoch erst 26 Jahre nach Paulis Postulat durch
F. Reines und C. L. Cowan: Mit Kernreaktoren als starke Neutrinoquellen konnten
sie 1956 erstmals den inversen [-Zerfall

p+ve—n+et (1.2)

und damit das benotigte Elektron-Antineutrino nachweisen. Dabei wechselwirkten
die Antineutrinos aus den Spaltprodukten des Reaktors mit den Protonen von CdCl
(Cadmiumchlorid) in wissriger Losung. Es entstanden bei jedem inversen [-Zerfall
jeweils ein Neutron und ein Position. Wéhrend die Annihilation des Positrons unver-
zliglich zur Entstehung zweier y-Quanten fiihrte, wurde das Neutron zunéchst durch
einen Cadmiumkern eingefangen. Der dadurch angeregte Kern emittierte beim Riick-
fall in seinen Grundzustand ebenfalls y-Strahlung. Die beiden ~-Signale konnten
zeitversetzt detektiert werden und fiihrten letztendlich zum Nachweis des Neutrinos

([D)-

Wenige Jahre spiter gelang der Nachweis eines weiteren Teilchens: des Myon-Neu-
trinos v, (Teilchen und Antiteilchen seien in dieser Notation zusammengefasst).
Lederman, Schwartz und Steinberger zeigten 1962, dass die aus den Reaktionen

e K*— =+, (1.3)

enstandenen Neutrinos bei anschlieSender Wechselwirkung mit Materie lediglich zur
Produktion von Myonen fiihrten und nicht zu Elektronen wie beim inversen -Zerfall
[8]. Deshalb konnten diese Neutrinos keine Elektron-Neutrinos sein. Das Myon-Neu-
trino war damit entdeckt und reihte sich in das gerade in Entwicklung befindliche
StandardModell (SM) der Teilchenphysik ein.

Am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) gelang 1975 schlieflich der Nachweis
des dritten elektrisch geladenen Leptons: des Tauons. Infolgedessen gab es wenig
Zweifel daran, dass auch ein weiteres Neutrino, das Tauon-Neutrino u., , existieren
musste. Der Nachweis dieses Neutrinos konnte erst im Jahr 2000 durch das DONUT-
Experiment ([9]) verkiindet werden.

Im SM bilden die elektrisch neutralen Neutrinos zusammen mit den elektrisch gela-
denen Elektronen, Myonen und Tauonen drei Leptonenpaare (e, v.), (1, v,), (7, v7)
jeweils eines Flavours (zuziiglich der jeweiligen Antiteilchen). Sie nehmen im Gegen-
satz zu den Quarks und den elektrisch geladenen Leptonen lediglich an der schwa-
chen Wechselwirkung teil und kénnen deshalb die Materie kompletter Planeten in
den meisten Féllen ungehindert durchqueren. Deshalb gelingt ein Nachweis in Ex-
perimenten nur unter grofem Aufwand und mit entsprechend starken Neutrinoquel-
len. Im SM werden die Neutrinos als masselos angenommen, was gleichermafien die
Grenzen dieses Modells aufzeigt, da Neutrinos massebehaftet sind.
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1.2 Neutrinooszillation

Fusionsreaktionen in der Sonne fithren zu einer grofien Anzahl emittierter Elektron-
Neutrinos, die man auf der Erde nachweisen kann. Das Standardmodell der Sonne
liefert in diesem Zusammenhang einen Wert fiir die zu erwartende Anzahl an Neu-
trinos, welche allerdings nur zu etwa einem Drittel nachgewiesen werden konnte.
Da die theoretische Berechnung des Neutrinoflusses anderweitig verifiziert werden
konnte, fithrten die fehlenden Neutrinos zum sogenannten solaren Neutrinoproblem.
Mit dem SNO-Experiment [10], welches sensitiv auf alle Flavoureigenzustande war,
konnte der korrekt berechnete Gesamtfluss der solaren Neutrinos bestétigt werden.

Ein Losungsvorschlag war der zunéichst nur hypothetische Ubergang der Elektron-
Neutrinos in andere Flavoureigenzustédnde, sodass auf der Erde weniger Elektron-
Neutrinos ankommen als erwartet. Diese Uberginge in andere Flavoureigenzustinde
werden als Neutrinooszillation bezeichnet. Geméf dieser Theorie sind die Flavourei-
genzustande |1, ) mit o = e, p, 7 nicht mehr identisch mit den Masseneigenzusténden
|v;) mit ¢ = 1,2, 3, sondern lediglich quantenmechanische Superpositionen derselben:

Vo) = Ui |vi) - (1.4)
Fiir die Masseneigenzustiande gilt analog
i) =D Ui Iva) - (1.5)

Dabei ist U die unitdare Neutrino-Mischungsmatrix, auch als Maki-Nakagawa-Sakata-
Matrix (MNS) bekannt.

Wenn die Flavoureigenzustédnde verschiedene Superpositionen derselben Massenei-
genzustinden sind, miissen zur Existenz unterschiedlicher Flavourzustidnde mindes-
tens zwei Masseneigenzustdnde unterschiedlich sein. Werden nun die Massen vieler
Neutrinos eines Flavours gemessen, so konnen damit nicht alle Messungen eine Masse
von Null ergeben.

Die experimentelle Nachweis der Neutrinooszillation gelang erstmals am Super-Ka-
miokande-Experiment [3]. Weitere Experimente bestétigten diese Beobachtung. Es
konnten lediglich die Quadrate von Differenzen der Neutrinomassen jeweils zweier
Masseneigenzustidnde bestimmt werden, nicht jedoch die absoluten Werte fiir die
Massen. Infolgedessen sind zwei Szenarien denkbar, wie in Abb. zu sehen ist.

Der Nachweis der Neutrinooszillation ist das erste Beispiel fiir die Physik jenseits
des SM und zeigt, dass es weiterer grundlegender theoretischer Modelle in der Teil-
chenphysik bedarf.

1.3 Bestimmung der Neutrinomasse

Nach mehrfacher Bestétigung der Existenz von Neutrinooszillationen wird in der
Neutrinophysik die Bestimmung absoluter Massenwerte fokussiert.
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Abbildung 1.1: Massenskala der Neutrinos mit zwei unterschiedlichen Sze-
narien. Aus [5]. Dargestellt sind die Massen der drei Masseneigenzusténde in Ab-
hangigkeit der Masse des ersten Masseneigenzustands. Es gibt den hierarchischen Fall
(Am? ~ m?) und den quasi-degenerierten Fall (Am? < m?). Beide Fille sind nach
den Ergebnissen aus den bisherigen Experimenten zur Neutrinooszillation denkbar.

Kosmologie

Die Kosmologie und Astrophysik liefern Moglichkeiten zur Bestimmung bzw. Ein-
schrinkung der Summe aller Masseneigenzusténde. Eine Untersuchung des kosmi-
schen Mikrowellenhintergrunds fithrt in Verbindung mit Annahmen iiber die Struk-
tur des Universums zu modellabhéngigen Obergrenzen fiir die Summe der Neutri-
nomassen. Der WMAP-Satellit lieferte Daten, mit denen die folgende Obergrenze
angegeben werden kann |11]:

S m, <13eV (95% C.L.) (1.6)

Betazerfall

Der (-Zerfall bietet eine modellunabhéngige Methode zur Bestimmung der Neutri-
nomasse. Das energiedifferentielle S-Spektrum der Zerfallselektronen

AN

15 = Cr(Z E)-pe-(E+me-c?)(Egp—E)\/(Egp — E)2 —m2 - *0(Egp—E—m?-¢?)

(1.7)

2Es werden in der vorliegenden Arbeit natiirliche Einheiten verwendet, sodass bei Massenanga-
ben das Quadrat der Lichtgeschwindigkeitskonstante nicht auftaucht.
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folgt aus den Energie- und Impulserhaltungen. Dabei bezeichnet

G% - cos’O¢ - (g% + 393)

C =
2m3h7 P

(1.8)

eine Konstante, welche die Fermikonstante Gr, den Cabibbo-Winkel ©¢ und die
Kopplungskonstanten g2 bzw. g4 der schwachen Wechselwirkung beinhaltet. Das
differentielle Spektrum ist abhédngig vom Neutrinomassenquadrat und kann damit
nach seiner Messung zur Bestimmung der Neutrinomasse

my, =D, |Ual” m; (19)

7

des Elektron-Antineutrinos genutzt werden. Bisherige Experimente aus Mainz und
Troitsk konnten durch Messung des -Spektrums aus dem Tritiumzerfall lediglich
folgende Obergrenzen fiir die Neutrinomasse angeben:

Mainz : my, < 2,3eV (95% C.L.) [12]

Troitsk : my, < 2,06eV (95% C.L.) [4] (1.10)

Doppelbetazerfall

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung bzw. Abschitzung der Neutrinomasse
bietet der doppelte [-Zerfall. Bei diesem Zerfall werden simultan zwei Neutronen in
Protonen umgewandelt. Es gibt zum einen den neutrinobehafteten und zum anderen
den neutrinolosen doppelten (-Zerfall (vgl. Abb. . Letzterer kann zur Bestim-
mung der Neutrinomasse genutzt werden. Er ist jedoch im Vergleich zum neutrino-
behafteten doppelten [-Zerfall extrem unterdriickt und nur moglich, wenn es sich
bei dem nur virtuell auftretenden Neutrino um ein Majorana-Teilchen handelt. Dies
bedeutet, dass Teilchen und Antiteilchen identisch sind. Zur Bestimmung der Neutri-
nomasse werden Halbwertszeiten der Ubergéinge gemessen, welche von der effektiven
Majorana-Neutrinomasse

(my) = (1.11)

E 2
%

abhéngen. Da bislang umstritten ist, ob beim Heidelberg-Moskau-Experiment [13]
ein neutrinoloser doppelter -Zerfall nachgewiesen wurde, werden dazu derzeit wei-
tere Experimente durchgefiihrt bzw. befinden sich in ihrer Vorbereitungsphase.
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Abbildung 1.2: Doppelbetazerfall. Aus [14].



2. Das KATRIN Experiment

In diesem Kapitel wird das KATRIN-Experiment vorgestellt. Es hat eine Modell-
unabhiingig Bestimmung der Neutrinomasse mit einer Sensitivitdt von m, <
200meV (90 % C.L.) zum Ziel.

In Abschnitt [2.1] wird zunéchst das Messprinzip von KATRIN erldutert, welches auf
einem sogenannten MAC-E-Filter beruht. Abschnitt widmet sich daraufhin den
wichtigsten Komponenten des Experiments und beschreibt zusammenfassend deren
Funktionsweise.

2.1 Messprinzip

Zur Bestimmung der Neutrinomasse wird das integrierte 3-Spektrum des KA-
TRIN-Experiments gemessen. Die in der Zeit t,; detektierte Anzahl N(qU) an (-
Elektronen aus dem Tritiumzerfall héingt neben der eingestellten Retardierungsener-
gie qU (siehe Definition (2.2])) auch von der Endpunktsenergie Egp und dem Neu-
trinomassenquadrat m?2 des differentiellen S-Spektrums aus Gl. ab:

Egp
dN
NG@U) sty [ G (Eowmd) - R(B.qU) dE (2.1)

qU

Elektronen aus dem (-Zerfall von molekularem Tritium werden mithilfe supraleiten-
der Magnete von der Tritiumquelle durch eine Transportstrecke in Richtung eines
Tandemspektrometers geleitet. Dabei werden sie durch eine angelegte Gegen- bzw.
Retardierungspannung U zwischen der Tritiumquelle und dem Spektrometer abge-
bremst, sodass Elektronen mit geringeren kinetischen Startenergien als der Retar-
dierungsenergie

qU :=q - (Ux — Up) (2.2)

!Die Neutrinomassenbestimmung mit dem KATRIN-Experiment basiert im Wesentlichen auf
Energie- und Impulserhaltung.
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nicht durch das Spektrometer gelangen koénnen und stattdessen reflektiert werden.
Dabei bezeichnen U, das elektrische Potential der Tritiumquelle, U, das Potential
des Spektrometers und ¢ die negative Einheitsladung des Elektrons. Durch Variation
der Gegenspannung wird das S-Spektrum vermessen. Dabei werden Elektronen mit
kinetischen Energien > qU detektiert, da nur diese die Potentialbarriere iberwinden
konnen. Das Spektrometer stellt somit ein integrierendes Hochpassfilter dar. Die um
qU verminderte Startenergie Eyi, o wird als ["Jberschussenergie (Exino — qU) der
Elektronen bezeichnet.

Im Besonderen sind die Messergebnisse bei Uberschussenergien knapp unterhalb
der Endpunktsenergie Fgp von Interesse, da hier das integrierte ebenso wie das
differentielle S-Spektrum besonders sensitiv auf das Neutrinomassenquadrat m? ist.

2.1.1 MAC-E-Filter

Bei der Analyse der g-Elektronen ist deren kinetische Startenergie von Interesse.
Die Gegenspannung beeinflusst jedoch lediglich die longitudinale Komponente Elﬂin
beziiglich der fithrenden Magnetfeldlinie und lisst die Komponente Ef; der trans-
versalen Bewegung unberiihrt. Deshalb miissen die Elektronen adiabatisch kollimiert
werden, sodass sie sich anschliefend moglichst parallel zum elektrischen Feld bewe-
gen und Bt minimal wird. Diese Kollimation findet vor allem im Hauptspektrome-
ter statt, welches einen MAC-E-F ilte darstellt. Das Funktionsprinzip ist in Abb.
veranschaulicht.

Die sogenannte Analysierebene bezeichnet die Flache im Spektrometer, in der Eﬂin
aller detektierten Elektronen minimal wird. In der Analysierebene entscheidet sich
somit, ob ein Elektron transmittiert oder reflektiert wird.

Nach [16] ist das Produkt

_Ba (1)

: 2.3
V=g 5 (2.3)
aus magnetischem Moment p und Lorentzfaktor
Ekin
= 1 24
i mc? + (2:4)

fiir kleine Magnetfeldgradienten eine adiabatische Konstante. Deshalb gilt fiir Elek-
tronen, die in der Quelle bei einer magnetischen Feldstidrke By mit der Transversal-
energie Elﬁn,o gestartet sind und sich nun an einer beliebigen Position r des Experi-

ments befinden, folgende Relation:

Elén,O(fyO + 1) _ Elﬁn,'r‘(’y”‘ + 1)
By B, '

(2.5)

2 Magnetic Adiabatic Collimation with an Electrostatic Filter.
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minimum magnetic field
maximum electric potential
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momentum of an electron relative to the magnetic field direction without retarding potential

Abbildung 2.1: Funktionsprinzip eines MAC-E-Filters. Aus [15]. Die isotrop
emittierten S-Elektronen der Tritiumquelle fithren Zyklotronbewegungen entlang der
Magnetfeldlinien aus. Ein Magnetfeldgradient innerhalb des Spektrometers erhélt in
adiabatischer Nidherung das Produkt aus dem Lorentzfaktor v und dem magnetischen
Moment g . Durch eine Verringerung der magnetischen Feldstédrke erhoht sich die

Longitudinalenergie Eﬂm bei simultaner Abnahme der Transversalenergie Eﬁ;n. Ein
elektrisches Feld, welches gleichgerichtet ist wie das Magnetfeld, beeinflusst lediglich
die Vorwiartsenergie, welche nach Kollimation der Elektronen néherungsweise der ge-
samten kinetischen Startenergie Eﬁ;n + Eﬂin entspricht. Die Analysisierebene befindet
sich ungefdhr in der Mitte des Spektrometers bei minimaler Magnetfeldstére.
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Kalibrations. WGTS Kryostat | Transportsektion Spektrometer- und Detektorsektion
und o o L DPS2-F | CPS Vor- Hauptspektrometer Detektor
Montitoring- b ‘ ‘ " ‘ Spektror@ ‘
System o o
a a
S| w W] I

Abbildung 2.2: Ein Uberblick des Aufbaus fiir das KATRIN-Experiment.
Aus [17], modifiziert. Die gezeigte Anordnung besitzt eine Gesamtldnge von knapp

70m. Anmerkung: Die hier gezeigte Darstellung der Transportsektion ist nicht mehr
aktuell. Siehe dazu Abb. .

Findet bei konstantem elektrischen Potential beispielsweise eine Verdopplung der
Magnetfeldstiarke B, statt, dann verdoppelt sich die Transversalenergie der Elek-
tronen auf Kosten ihrer Longitudinalenergie. Wurde bereits die gesamte Longitu-
dinalenergie eines Elektrons in Transversalenergie umgewandelt, dann wird es bei
weiterer Erhohung von B, reflektiert. Die maximale Magnetfeldstiarke Bp besitzt der
Pinchmagnet am Ende des Hauptspektrometers. Somit definiert er den maximalen
Offnungswinkel

B
Ol = arcsin || — ~ 51°, (2.6)
Bp

weshalb alle Elektronen mit grofferem Startwinkel als ©F** reflektiert werden. Da-
durch wird eine Energieauflésung des Spektrometers von

B 1
Ap=Ba lath Eyingp ~ 0,95¢V (2.7)

Bp (yp+1)

gewihrleistet. Elektronen, welche unter maximalem Offnungswinkel ©F®* starten
und die erforderliche Vorwirtsenergie zum Uberwinden der Potentialbarriere besit-
zen, behalten in der Analysierebene die restliche kinetische Energie AFE in Form von
Transversalenergie bei.

2.2 Experimenteller Aufbau

Der gesamte Aufbau von KATRIN ist schematisch in Abb. zu sehen. Er wird
im Folgenden anhand von vier Komponenten erldutert, die zum Verstdndnis der
Funktionsweise essentiell sind. Abb. gibt zudem einen Uberblick des globalen
elektromagnetischen Designs.

2.2.1 Tritiumquelle

Die fensterlose und gasférmige Tritiumquelle (WGTS - Windowless Gaseous T'ri-
tium Source) besteht aus einem 10m langen Strahlrohr mit einem Durchmesser
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Abbildung 2.3: Der longitudinale Verlauf des elektrischen Potentials und
der Magnetfeldstirke beim KATRIN-Experiment. Aus , modifiziert. Die
magnetische Feldstérke besitzt in der WGTS einen Wert von bis zu 3,6 T und steigt
in der Transportsektion stellenweise auf 5,6 T an, gefolgt von einem ersten Abfall im
Vorspektrometer und einem zweiten Abfall im Hauptspektrometer auf das globale
Minimum von 3 - 10~*T. Der Betrag des elektrischen Potentials nimmt innerhalb der
beiden Spektrometer auf iiber 18 kV zu und verringert dadurch die Vorwértsenergie
der Elektronen so lange, bis diese die Potentialbarriere iiberwinden.
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von 90 mm, in das durch feine Kapillare gasformiges Tritium mit konstanter Rate
eingelassen wird. Das Strahlrohr ist zu beiden Seiten hin offen, sodass die §-Zuer-
fallselektronen die Quelle mit nur sehr geringen Energieverlusten verlassen kénnen.
Die Energieverluste erfolgen duch die Streuung der Elektronen an den Gasmolekii-
len. Diese werdem nahezu vollstandig durch insgesamt zwolf Turbomolekularpumpen
der ersten Differentiellen Pump-Sektion (DPS1-R und DPS1-F) abgepumpt. An-
schlieBend wird das abgepumpte Tritiumgas innerhalb eines geschlossenen Kreislaufs
gereinigt und zuriick in die WGTS gefiihrt. Hierdurch kann eine Tritiumreinheit von
iiber 95 % erreicht werden.

Ein sehr wichtiger Parameter des Experiments ist die Sdulendichte der Tritium-
quelle. Bei longitudinaler Projektion des Strahlrohrs gibt sie Auskunft iiber die An-
zahl der Teilchen pro Flédche. Fiir die Langzeitmessungen ist eine Sdulendichte von
5-10%! m™2 vorgesehen, die wihrend der Datennahme im Promillebereich stabilisiert
wird [17]. Zur Aufrechterhaltung einer stabilen Sdulendichte sind ein konstanter Ein-
lassdruck sowie eine konstante Temperatu der Quelle unerlasslich.

Eine hohere Séulendichte hétte zwar eine entsprechend hohere Emissionsrate von
Elektronen zur Folge, die es zu detektieren gilt, jedoch steigt damit auch die Wahr-
scheinlichkeit, dass Elektronen durch Sté8e mit Tritiummolekiilen einen Energiever-
lust erfahren. Dies beeinflusst das integrierte -Spektrum und muss bei den Analysen
beriicksichtigt werden (siehe dazu Kap. .

Die zu detektierenden S-Elektronen werden mit supraleitenden Magneten aus der
Quelle adiabatisch herausgefiihrt. Das Magnetfeld der WGTS hat im Strahlrohr eine
Stéarke von etwa By = 3,6 T.

2.2.2 Transportsektion

Da das Strahlrohr an seinen Enden offen ist, kénnen trotz der DPS1-F neben Elek-
tronen auch neutrale Tritiummolekiile sowie Tritiumionen aus der WGTS in die
Transportsektion gelangen. Diese dient einerseits zur Weiterleitung der Elektronen
zu den Spektrometern und andererseits zur Minimierung des Tritiumflusses. Tritium-
zerfille auBlerhalb der WGTS fiihren zu einer kritischen Erhéhung des Untergrunds
und beeinflussen negativ die Sensitivitdt des KATRIN-Experiments. Aus diesem
Grund ist es notwendig, alle Tonen und neutrale Molekiile aus der Transportstrecke
zu entfernen und sie somit am Eindringen in die Spektrometer zu hindern. Wah-
rend der Einlassdruck des Tritiumgases etwa 1072 mbar betrigt, herrscht nach der
Transportsektion bereits ein Ultrahochvakuum mit einem Druck < 107! mbar.

Die Transportsektion besteht aus den zwei folgenden, jeweils etwa 7 m langen Kom-
ponenten::

e Die Differentielle PumpStrecke (DPS) beinhaltet vier Turbomolekularpum-
pen. Zusammen mit den Turbomolekularpumpen der DPS1-F wird damit der
Gasdruck um mehrere GréfSenordnungen reduziert.

3Die WGTS wird bei einer inneren Temperatur von etwa 30 K betrieben.
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Abbildung 2.4: Die Transportsektion. Aktuelles CAD-Bild aus [19]. In der
linken Bildhélfte ist die DPS zu erkennen, welche vier Turbomolekularpumpen um-
fasst. Rechts im Bild befindet sich die CPS, welche als passive Pumpe fungiert. Durch
Biegungen des Strahlrohrs kénnen die meisten unerwiinschten Teilchen abgefangen
werden.

e Die Kryopumpstrecke (CPS - Cryogenic Pumping Section) ist eine passive
Kryopumpe und ermoglicht durch eine Adsorption fast aller verbliebenen Mo-
lekiile an ihrer 3 bis 5 K kalten Innenwand eine Reduzierung des Gasdrucks
um weitere sieben Groflienordnungen. Die Oberfliche der Innenwand ist dazu
mit kondensiertem Argon (argon frost) bedeckt.

Sowohl in der DPS als auch in der CPS verlauft das Strahlrohr nicht linear, wodurch
ein direktes Durchqueren der Transportsektion fiir das Restgas unetrbunden wird.

Die Elektronen werden mit Hilfe des 5,6 T starken Magnetfelds adiabatisch durch
die Transportsektion zu den Spektrometern gefiihrt.

2.2.3 Spektrometer

Als Spektrometer wird ein Tandemspektrometer, bestehend aus einem Haupt- und
einem Vorspektrometer, verwendet. Das Vorspektrometer dient der groben Selek-
tion der Elektronen und beruht ebenfalls auf dem Prinzip eines MAC-E-Filters,
welches in Abschnitt beschrieben wird. In der 63,6 m? groBen Analysierebene
des Hauptspektrometers erfolgt anschliefend die préazisere Selektion.

Vorspektrometer

Da Elektronen mit kinetischen Energien weit unterhalb der Endpunktsenergie Egp
nicht zum untersuchten Teil des integrierten S-Spektrums beitragen, sollen diese vor
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dem Eintreten in das Hauptspektrometer reflektiert werden. Andernfalls wire mit
ciner Elektronenrate > 10'°s~! im Hauptspektrometer zu rechnen, was eine starke
Erhohung des Untergrunds durch Restgasionisationen zur Folge hétte.

An dem, mit einer Lange von 3,4 m und einem Durchmesser von 1,7 m, vergleichswei-
se kleinen Vorspektrometer liegt zur Reflexion niederenergetischer Elektronen eine
feste Spannung von 18,3kV zur WGTS an. Infolgedessen gelangen nur noch etwa
103 Elektronen pro Sekunde mit Energien nahe des Endpunkts in das Hauptspek-
trometer.

Hauptspektrometer

Der Tank des Hauptspektrometers weist eine Liange von 23,3m und einen inne-
ren Durchmesser von 9,8 m auf. Mit diesen Abmessungen kann in Kombination mit
dem magnetischen Design die Energieauflosung AE ~ 0,95 eV und eine ausreichend
grofle Zahlrate erreicht werden. Fiir die Zahlrate ist insbesondere der Durchmesser
des Spektrometers entscheidend. Er legt fest, wie grof3 der zur Messung beitragende
Querschnitt der Tritiumquelle ist (vgl. Abb. . Der magnetische Flussschlauch von
® =191 T cm? weitet sich von 90 mm in der Quelle auf 9m in der Mitte des Haupt-
spektrometers auf. Die Lénge des Spektrometers gewéhrleistet einen ausreichend
kleinen Gradienten des Magnetfelds, sodass eine in guter Ndherung adiabatische
Bewegung der Elektronen ermdoglicht wird.

Neben Ionen fithren auch Wechselwirkungen der kosmischen Strahlung mit der Tank-
wand zu Untergrundereignissen. Zur Reduktion von solchen unerwiinschten Sekun-
dérelektronen befindet sich im Inneren des Hauptspektrometertanks ein zweilagiges
Drahtelektrodensystem in der Ndahe der Tankwand. Diese Elektroden liegen auf nied-
rigerem Potential als der Tank selbst und erzeugen dadurch ein abschirmendes elek-
trisches Feld. Zusétzlich kann mit den Elektroden eine Feinjustierung des Potentials
in der Analysierebene vorgenommen werden.

2.2.4 Detektor

Elektronen mit ausreichender kinetischer Energie und kleinerem Startwinkel als ©¢***
aus Gl konnen durch den Pixeldetektor (FPD - Fokal Plane Detektor) nach-
gewiesen werden. Es handelt sich dabei um eine segmentierte PIN-Diode aus Silizium
mit einem Durchmesser von 90mm (siehe Abb. [2.5)). Alle Segmente bzw. Pixel des
Detektors sind flichengleich’] und kénnen separat ausgelesen werden. Damit lassen
sich radiale und azimutale Inhomogenitiaten der Tritiumdichte innerhalb der Quelle
auflosen.

Jeder der 148 Pixel kann Elektronenraten bis etwa 60kHz bewiltigen [20]. Eine
Energieauflosung des Detektors von 1keV garantiert eine Unterscheidung zwischen
den [-Elektronen und dem Grofiteil der Elektronen aus Untergrundereignissen.

4Die Pixel sind zwar flichengleich, jedoch nicht deckungsgleich.
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Abbildung 2.5: Der Pixeldetektor (FPD). Aus [21]. Der Detektor umfasst 148
Pixel mit jeweils gleicher Fliche. Im Zentrum befinden sich vier Pixel, gefolgt von
zwolf Ringen mit jeweils zwolf weiteren Pixeln.
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3. Beschreibung der
Simulationsmethoden

Dieses Kapitel beschreibt die Simulationsmethoden, welche in den nachfolgenden
Kapiteln dieser Arbeit zum Einsatz kommen. Da der Bestimmung der Energiever-
lustfunktion in dieser Arbeit eine herausragende Bedeutung zukommt, folgt mit Ab-
schnitt zunichst eine kurze Einfithrung der Streuprozesse zwischen Elektronen
und molekularem Tritium in der WGTS. Die damit einhergehenden Energieverluste
der Elektronen werden fiir numerische Berechnungen durch die Energieverlustfunk-
tion beschrieben. Auf solchen numerischen Berechnungen basiert das Programm-
paket Source Spectrum Clalculations (SSC), welches in Abschnitt vorgestellt
wird und zur Simulation der Tritiumquelle sowie zur Berechnung des intergrierten
B-Spektrums genutzt werden kann. Eine andere Herangehensweise zur Beschreibung
des KATRIN-Experiments bietet das Programmpaket KASSIOPEIA in Abschnitt
3.3 das fiir Monte-Carlo-Methoden verwendet werden kann und in Kap. [5|zum Ein-
satz kommt. Die Analyse von simulierten KATRIN-Spektren erfolgt im Rahmen
dieser Arbeit mit dem Analysepakt KaFit und wird im letzten Abschnitt des vor-
liegenden Kapitels beschrieben.

3.1 Streuprozesse und Energieverlustfunktion

Es folgt eine Zusammenfassung der unterschiedlichen Streuprozesse von Elektronen
an molekularem Tritium. Fiir eine detaillierte theoretische Beschreibung sowie zum
Studium experimenteller Resulate sei auf [22-30] verwiese

Inelastische Streuung

Tritiummolekiile stellen einen gebundenen Zustand aus zwei Tritiumatomen dar,
dessen Bindungsenergie, je nach quantenmechanischem Zustand, variiert. Es existie-
ren neben elektronischen Anregungszustédnden auch gemeinsame Vibrations-

!Die angegebene Literatur beschreibt vorwiegend die Streuung geladener Teilchen an moleku-
larem Wasserstoff, was eine gute Ndherung fiir molekulares Tritium darstellt.
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und Rotationszustinde der beiden Atomkerne. Daher gibt es deutlich mehr Anre-
gungszustiande als bei atomarem Tritium. Weiterhin sind dissoziative Anregun-
gen moglich, also Aufspaltungen der Molekiilverbindung mit wiederum mehreren
moglichen Anregungszustdnden der resultierenden Atome bzw. Ionen. Alle genann-
ten Anregungen konnen durch Stoe mit Elektronen ausreichender kinetischer Ener-
gien erfolgen. Dies bringt einen quantisierten Energieverlust der gestreuten Elektro-
nen mit sich, welcher im Fall elektronischer Anregungen fiir molekularen Wasserstoff
mindestens 11,18V betrigt [26]. Molekularer Wasserstoff ist diesbeziiglich repré-
sentativ fiir molekulares Tritium, da elektronische Anregungen ebenso wie Ionisa-
tionsprozesse Isotop-unabhingig sind, wihrend jedoch die Anregungszustiande der
Tritiumkerne von denen des Wasserstoffs differieren. Sémtliche Anregungen und die
bei etwa 15,4eV Energieverlust beginnenden Ionisationen sind gleichermafien Folge
inelastischer Streuprozesse. Fiir eine kinetische Energie der Elektronen um 18,6 keV
ist dabei die Anregung von Vibrationszustidnden aufgrund ihres unwahrscheinlichen
Eintretens vernachléassigbar.

Elastische Streuung

Neben den genannten inelastischen Streuprozessen kann es aufgrund der Coulomb-
Wechselwirkung zwischen Elektronen und Tritiumkernen zu elastischen Streuungen
kommen. Der durchschnittliche Energieverlust durch elastische Streuungen ist mit
etwa 16 meV [31] sehr viel kleiner als die Energieverluste durch die schwichsten
elektronischen Anregungen. Rotationseffekte infolge von StoBen konnen aus prakti-
schen Griinden als quasielastische Streuung ebenfalls den elastischen Streuprozessen
zugeordnet werden, da sie Energieverluste < 2eV zur Folge haben.

Winkelédnderungen

Bei Betrachtung differentieller Wirkungsquerschnitte j—g wird zwischen verschiede-
nen Raumwinkeln €2 unterschieden, in welche die Elektronen gestreut werden. Un-
ter Winkelinderungen AO© ist im Folgenden die Anderung des Polarwinkels © zu
verstehen, welcher durch den Impulsvektor des Elektrons vor dem Stof3 mit jenem
nach dem Stof§ eingeschlossen wird. Nach Experimenten von Ulsh et al. mit 25 keV-
Elektronen an molekularem Wasserstoff nehmen die differentiellen Wirkungsquer-
schnitte mit groferen Winkeldanderungen ab [30]. Bei inelastsicher Streuung gehen
grofle Winkeldnderungen mit groBeren Energieverlusten AE einher und sind daher
insbesondere auf Ionisationen zuriickzufiihren. Fiir Energieverluste < 40eV betriagt
die durchschnittliche Winkelénderung durch inelastische Streuprozesse etwa 0,5 °.
Die durchschnittlichen Winkeldnderungen durch elastische Streuprozesse sind mit

etwa 3° deutlich grofler.

Grofle der Wirkungsquerschnitte

Unter Wirkungsquerschnitten seien in der restlichen Arbeit stets die iiber alle Raum-
winkel integrierten totalen Wirkungsquerschnitte zu verstehen. Mit komplet-
tem Wirkungsquerschnitt o ist die Summe des elastischen und inelastischen
totalen Wirkungsquerschnitts gemeint. Fiir kinetische Energien der Elektronen um
18,6keV gilt 0 ~ 3,7 - 10722m?, wobei die inelastischen Streuprozesse mit oine ~
3,4 -10722m? den stark dominanten Effekt darstellen.
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Energieverlustfunktion

Die Energieverlustfunktion f(e) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, welche
jedem Energieverlust ¢ im Hinblick auf sein mogliches Eintreten eine Wahrschein-
lichkeitsdichte zuordnet. Dabei setzt die Energieverlustfunktion das Eintreten genau
einer Streuung voraus. Winkelénderungen bleiben durch die Energieverlustfunktion
unberiicksichtigt. Mathematisch wird f(e) durch den normierten energiedifferentiel-
len Wirkungsquerschnitt beschrieben:

(3.1)

Aus dieser Definition folgt die Normierung

400
/f@mg:L (3.2)

welche konsistent mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist, wonach sich durch
eine beliebige Streuung zu 100 % irgendein positiver Energieverlust ergibt. In Abb.
ist die Energieverlustfunktion fiir Elektronen mit einer kinetischen Energie von
18575V bis zu Energieverlusten ¢ = 50 eV dargestellt. Bestimmt wurde diese Ener-
gieverlustfunktion aus einem Programmcodd’ [32] von Dr. F. Gliick. Sie kann fiir
numerische Berechnungen der Antwortfunktion verwendet werden. Siehe dazu Ab-

schnitt

3.2 Simulation der Tritiumquelle und des
integrierten Spektrums

Zum Erreichen der hohen Sensitivitit des KATRIN-Experiments sind detaillierte
Kenntnisse der Tritiumquelle sowie die Auswirkung verschiedener Quellparameter
auf das integrierte S-Spektrum vonnoéten. Das Programmpaket SSC [33-35] ermog-
licht einerseits die Simulation der Tritiumquelle mit allen wesentlichen Quellpara-
metern und andererseits eine darauf aufbauende numerische Berechnung des Spek-
trums.

Simulation der Tritiumquelle

Ein wichtiger Simulationsparameter zur Beschreibung der WGTS ist die Stirke und
der Verlauf des Magnetfelds. Dieses Magnetfeld ist zur Fiithrung der emittierten (-
Elektronen auf Zyklotronbahnen in Richtung Hauptspektrometer erforderlich. Wei-
terhin definiert die Magnetfeldstéirke des Emissionsortes den maximalen Offnungs-
winkel aus Gl. . Zum eindimensionalen Verlauf der Magnetfeldstéirke innerhalb
der WGTS siehe Abb.

2Dieser Programmcode zur Beschreibung der Streuprozesse basiert vorwiegend auf theoretischen
Berechnungen zu molekularem und atomarem Wasserstoff.
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Abbildung 3.1: Simulationsmodell der Energieverlustfunktion fiir Energie-
verluste durch elastische und inelastische Streuprozesse bis 50 eV. Die Bei-
trige elastischer Streuung sind in Form von Energieverlusten < 1eV zu erkennen.
Elektronische Anregungen in Kombination mit angeregten Vibrationszustinden haben
Energieverluste im Bereich 11-15 eV zur Folge, wihrend um 15 eV die Energieverluste
durch dissoziative Anregungen zu sehen sind. Ab etwa 15,4 eV beginnt das Kontinuum
der Ionisationsprozesse.
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L

Abbildung 3.2: Longitudinale Unterteilung der WGTS in Slices. Schema
aus [34], modifiziert. Durch Verwendung vieler Slices kann beispielsweise das in z-
Richtung inhomogene Dichteprofil prizise aufgelost werden. Weitere Unterteilungen
konnen radial und azimutal vorgenommen werden.

WGTS Tritiumeinlass

90 mm

Das Dichteprofil des Tritiumgases im Strahlrohr ist ein weiterer wichtiger Simu-
lationsparameter. In Regionen hoher Gasdichte, nahe des Tritiumeinlasses, werden
beispielsweise im zeitlichen Mittel mehr Elektronen emittiert als an den Enden des
Rohrs. Die Berechnung des Dichteprofils beruht auf eigens dafiir entwickelten und
durchgefiihrten Gasdynamiksimulationen der Forschungsgruppe von Prof. Sharipo
[36-39]. Das Temperaturprofil des Tritiumgases beeinflusst ebenfalls sein Dichte-
profil und ist daher ebenso ein Simulationsparameter.

Zum Umgang mit ortsabhéngigen Simulationsparametern findet eine manipulierbare
Segmentierung der WGT'S statt. Longitudinale Inhomogenitéiten werden durch
Unterteilung der WGTS in sogenannte Slices berticksichtigt (vgl. Abb. . Diese
Slices konnen radial und azimutal weiter in kleinere Segmente unterteilt werden.

Niheres zu dieser Vorgehensweise ist in Abschnitt zu finden.

Berechnung des integrierten 8-Spektrums

Durch ein prazises Modell der WGTS und durch Beriicksichtung der wichtigsten Pa-
rameter des restlichen KATRIN-Experiments kann mit numerischen Methoden eine
Antwortfunktio berechnet werden, welche zusammen mit dem ebenfalls berech-
neten differentiellen S-Spektrum integriert wird. Daraus resultiert ein berechnetes
integriertes S-Spektrum. Die Energieverlustfunktion des vorherigen Abschnitts kann
in SSC eingelesen und zur Berechnung der Antwortfunktion verwendet werden.

Wahl der Schrittweite eingestellter Gegenspannungen

Durch Variation der Retardierungsenergie qU kann das integrierte S-Spektrum bei
einer kiinftigen Messung wie auch in den Simulationen abgerastert werden. Fiir
samtliche Simulationen dieser Arbeit wird qU in dquidistanten Schritten um jeweils
50meV variiert. Das Hochspannungsnetzgerét [40] zur Einstellung der Retardie-
rungsspannung liefert eine maximale Spannung von 35kV und verfiigt iiber eine
Auflésung von 22 Bit, sodass Schrittweiten von 50 meV unproblematisch sein soll-
ten. Die Energieverlustfunktion der Simulationen liegt dazu ebenfalls diskret als n-
Tupel von Wahrscheinlichkeitswerten fiir 50 meV breite Energieverlustintervalle vor.

3Universidade Federal do Paran4, Brasilien.
4Die Transmissions- und Antwortfunktion fiir das KATRIN-Experiment werden in Kap.
eingefiihrt.
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Tabelle 3.1: KATRIN-Standardparameter. Auswahl aus [5].

Parameter Wert
Siaulendichte pd =510 m™2
Magnetfeldstéarke in der WGTS By~ 3,6 T (vgl Abb.

Magnetfeldstéirke in der Analysierebene By =3-107%T
Magnetfeldstéarke des Pinchmagneten Bp=6T
Endpunktsenergie des Tritiumspektrums Fgp = 18575eV

KATRIN-Standardparameter

Wenn in den folgenden Kapiteln die Verwendung von KATRIN-Standardparametern
erwahnt wird, sind darunter bestimmte Orientierungswerte fiir die KATRIN-Para-
meter bei den Hauptmessungen zu verstehen, welche grundlegende Berechnungen
und Simulationen ermdéglichen bzw. vergleichbar machen. Siehe dazu Tab. [3.1]

3.3 Teilchentracking in der Tritiumquelle

Um weitere Effekte und Prozesse hoherer Ordnungen beriicksichtigen zu koénnen,
die sich auf die Trajektorien und die kinetischen Energien der Elektronen auswir-
ken, wurde das Programmpaket KASSIOPEIA [41] konzipiert und stetig weiterent-
wickelt. Fiir diese Arbeit wird lediglich ein sogenanntes Teilchentracking innerhalb
der Tritiumquelle durchgefiihrt, auch wenn ein globales Tracking fiir das Gesamtex-
periment moglich wire. Fiir das Erreichen einer Statistik von ~ 10® Elektronen (vgl.
Abschnitt wiren globale Simulationen mit KASSIOPEIA angesichts gegebener
Hardwareressourcen jedoch sehr zeitintensiv, sodass prazise Trackingmethoden fiir
das Verhalten der Elektronen in der Quelle mit analytischen Berechnungen fiir das
grundlegende Verhalten auflerhalb der Quelle kombiniert werden.

Zur Beriicksichtigung des Magnetfelds und des Tritiumdichteprofils greift KASSIO-
PEIA auf das oben beschriebene Programmpaket SSC zuriick. Gegeniiber den ana-
lytischen und numerischen Methoden kénnen beim Teilchentracking in der WGTS
beispielsweise die Winkeldnderungen durch Streuprozesse sowie deren Auswirkung
auf das weitere Streuverhalten untersucht werden. Die Energieabhéngigkeit der ein-
zelnen Wirkungsquerschnitte wird dabei ebenfalls beriicksichtigt.

3.4 Analyse des Spektrums

Das integrierte -Spektrum, welches beim KATRIN-Experiment gemessen wird,
muss sehr genau untersucht werden, um die Neutrinomasse mit einer bisher un-
erreichten Prézision zu bestimmen. Mit einem Funktionsfit des aus der Theorie und
den angenommenen Parametern berechneten Spektrums an das gemessene Spektrum
kann der freie Fitparameter m? bestimmt werden.
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Abbildung 3.3: Geplante Messzeitverteilung auf unterschiedliche Retar-
dierungsspannungen bei den KATRIN-Hauptmessungen. Aus [35]. Knapp
unterhalb des Endpunkts Egp ist der Verlauf des Spektrums besonders stark mit m?
korreliert, sodass hier verhdltnisméfig lang gemessen wird.

3.4.1 Untersuchung des simulierten Spektrums mit KaFit

Im Rahmen der KATRIN-Hauptmessungen muss nach [5, 35] das integrierte -
Spektrum lediglich fiir einzelne Werte der Retardierungsenergie bestimmt werden.
Die Messzeitverteilung aus Abb. ist fiir ein 30 eV-Analyseintervall konzipiert und
derart fiir eine Untergrundrate von 102 cps optimiert, dass Analysen des Spektrums
moglichst sensitiv auf m? sind [5]. Fiir weitere Analyseintervalle gibt es entsprechend
andere optimierte Messzeitverteilungen.

Bei Untersuchungen verschiedener Effekte im Hinblick auf die Neutrinomassenbe-
stimmung wird in dieser Arbeit mit dem Analysepaket KaFit [42] zunéichst ein inte-
griertes S-Spektrum fiir die gU-Werte der Messzeitverteilung simuliert. Dabei greift
KaF'it auf SSC zuriick. Es konnen ein oder mehrere Parameter des integrierten (-
Spektrums, im Folgenden ist es exemplarisch die Sdulendichte, zur ndheren Unter-
suchung verdndert werden. Da die genaue Neutrinomasse unbekannt ist und bisher
nach [4] lediglich eine Obergrenze von 2,05eV (95% C.L.) angegeben werden kann,
wird m? in der Simulation Null gesetzt. Anschlieend werden die erhaltenen Er-
wartungswerte fiir die detektierten Elektronen auf kiinstlichem Wege statistischen
Unsicherheiten unterzogen, sodass hierdurch eine realistische Gesamtmessung fiir
drei Jahre KATRIN-Betrieb bei verdnderter Sdulendichte simuliert wird.

Zur Analyse dieses Spektrums wird in einem weiteren Schritt ein Spektrum mit
Standard-Saulendichte und ohne statistische Fluktuationen simuliert. Bei einem ab-
schliefenden Funktionsfit werden vier freie Fitparameter dieses Analysespektrums so
lange variiert, bis mit der sogenannten Maximum-Likelihood-Methode [43] ein Best-
wert fiir die Fitparameter gefunden wird, sodass beide Spektren moglichst kleine
Differenzen zueinander aufweisen. Dabei sind neben m? die Endpunktsenergie Egp
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Abbildung 3.4: Exemplarische Auftragung von 4000 Bestwerten fiir das
Neutrinomassenquadrat. Aus [35]. Die Werte fiir m2 stammen aus Simulationen
mit KaFit, wobei zur Erzeugung der analysierten Spektren stets m2 = 0 gew#hlt wur-
de. Die systematische Unsicherheit Am? ist Folge einer veréinderten Siulendichte beim
analysierten Spektrum. Die Standardabweichung der Gau3kurve liefert einen Wert fiir

die statistische Unsicherheit bei der Bestimmung des Neutrinomassenquadrats durch
das KATRIN-Experiment.

des Spektrums, die Signalrate Ng aus Gl. (2.1) und die Rate Ny des Untergrunds

die drei weiteren freien Parameter, da sie nicht genau bekannt sind.

Der fiir diese Arbeit gewihlte frequentistische Ansatz sieht eine vielfachd’] Wiederho-
lung der oben beschriebenen Vorgehensweise vor, wobei die kiinstlichen statistischen
Fluktuationen jedes Mal erneut per Zufallsgenerator erzeugt werden. Die bei jeder
Spektrumsanalyse resultierenden Bestwerte m?2 fiir das Neutrinomassenquadrat wer-
den gemafl Abb. in einem Histogramm aufgetragen und beschreiben in guter
Néaherung eine Gaufiverteilung. Durch den Fit einer Gaulkurve an die aufgetrage-
nen Bestwerte, kann iiber den Schwerpunkt dieser Gaulkurve das finale Ergebnis
fiir die ermittelte Neutrinomasse aus mindestens 1000 KATRIN-Messungen angege-
ben werden. In aller Regel ergibt sich ein Neutrinomassenquadrat, welches aufgrund
der veréinderten Sdulendichte beim analysierten Spektrum nicht mit Null vereinbar
ist. Auf diese Weise wird untersucht, welche Auswirkung die ungenaue Kenntnis
einzelner Parameter, wie beispielsweise der Sdulendichte, auf die Bestimmung der
Neutrinomasse hat.

5Bei KaFit-Simulationen dieser Arbeit werden jeweils mindestens 1000 Spektren simuliert und
analysiert.
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Neben einer solchen frequentistischen Herangehensweise sind bayessche Analyseme-
thoden zur spéteren Auswertung des gemessenen Spektrums beim KATRIN-Expe-
riment in Entwicklung [44].

3.4.2 Statistische und systematische Unsicherheiten

Auch wenn die oben beschriebene frequentistische Untersuchung des Spektrums oh-
ne eine vorherige Parametermanipulation bei den analysierten Spektren erfolgt, so
ergeben sich dennoch nidherungsweise normalverteilte Bestwerte m?2 wie in Abb. .
Dies ist auf die kiinstliche Erzeugung statistischer Fluktuationen zuriickzufiihren,
die bei einer spéteren Messung unvermeidbar sein werden. Die Breite der Gauflkur-
ve ist somit ein MaB fiir die Sensitivitit des KATRIN-Experiments. Bezogen
auf ein 30 eV-Analyseintervall ist sie in [5] mit

Ostar = 18- 1073 (eV)? (3.3)

angegeben. Die Abweichung des Schwerpunkts der Gaukurve in Abb. Von m2 =
0 stellt dagegen eine systematische Unsicherheit dar, welche in diesem Fall durch
die verdnderte Sdulendichte beim analysierten Spektrum bedingt wird. Die gesamte
systematische Unsicherheit fiir ein 30 eV-Analyseintervall betréigt

Oeyst < 171077 (eV)? (3.4)

und kann nach [5] in fiinf dominierende Unsicherheiten von jeweils maximal Am? =
7,5-1073 (eV)? zerlegt werden, die quadratisch addiert Osyst €rgeben.
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4. Transmissionsfunktion und
Antwortfunktion

Das vorliegende Kapitel befasst sich primér mit einer mathematischen Beschreibung
der Transmissions- und Antwortfunktion (Response-Funktion) beim KATRIN-Ex-
periment. Die Antwortfunktion baut dabei mathematisch und physikalisch auf der
Transmissionsfunktion auf und bestimmt zusammen mit dem differentiellen S-Spek-
trum den Verlauf des integrierten 5-Spektrums aus GI. . In Abschnitt wer-
den zunéchst grundlegende Konzepte zum Verstdndnis des Transmissionsvorgangs
eingefiihrt. Im Anschluss daran wird die Transmissionsfunktion in verallgemeiner-
ter Form mit beliebiger Winkelverteilung der emittierten Elektronen beschrieben
und schliefllich explizit mit speziellen KATRIN-Parametern und isotroper Elektro-
nenemission hergeleitet. Die Abweichungen von idealisierten Bedingungen und deren
Auswirkungen werden diskutiert. Abschnitt widmet sich der Antwortfunktion,
wie sie im KATRIN Design Report [5] zu finden ist. In diesem Zusammenhang wird
eine prézisere Berechnung der Antwortfunktion vorgestellt, welche auf mehrere an-
gepasste Transmissionsfunktionen zuriickgreift. Beide Berechnungsmethoden werden
im Anschluss verglichen. Die in [5] verwendete Antwortfunktion fithrt zu einer syste-
matischen Unsicherheit auf das Neutrinomassenquadrat von (8,54 0,4) - 1073 (eV)?
und ist damit im Hinblick auf spétere Spektrumsanalysen obsolet. Auflerdem findet
eine Untersuchung relativistischer Einfliisse auf die Antwortfunktion und der daraus
resultierenden systematischen Unsicherheit statt.

4.1 Transmission und Transmissionsfunktion

4.1.1 Transmission

Unter Transmission eines in der WGTS gestarteten Elektrons versteht man das
Durchqueren des gesamten Experiments bis zum Detektor. Entscheidend fiir die
Transmission eines Elektrons ist seine longitudinale Energiekomponente auf seiner
Bahn durch das Hauptspektrometer. Mit der adiabatischen Transformation aus GI.
(2.5), der Energieseparation By, = Ell(lin + B der vorausgesetzten Parallelitit des

kin»
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magnetischen und elektrischen Feldes sowie der Energieerhaltung Fyinr = Fkino —¢q-
(U, — Uy) erhilt man die longitudinale kinetische Energie an einer beliebigen Stelle
r = (z,y, z) der Trajektorie [45]. Mit der im weiteren Verlauf verwendeten Notation
der kinetischen Energie F = FEj;, ergibt dies

B'r (70 + 1) 22
- F O . 4.1
B, <% n 1) 0 S1I- Yy ( )

El = Ey—q- (Uy — Up)
Dabei beschreibt der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung die Anderung
der longitudinalen kinetischen Energie durch das retardierende bzw. beschleunigende
elektrische Feld. Der dritte Term gibt die Transversalenergie fiir die betrachtete Stel-
le » an, welche von der gesamten kinetischen Energie subtrahiert wird. Physikalisch
sinnvoll sind lediglich positive Energien. Bereiche, in denen nach Gl. E,ll nega-
tive Werte annimmt, kénnen demnach nicht erreicht werden. Das Elektron verliert
in diesem Fall seine komplette kinetische Longitudinalenergie und wird reflektiert.

Die Stelle 7, , an der Ell im Falle einer Transmission minimal wird, heit Analysier-
punkt. Verringert man die Startenergie, bis das Elektron gerade noch transmittiert
wird, so strebt El am Analysierpunkt gegen Null. Die Lage des Analysierpunkts
eines Elektrons hiangt u.a. von der Startposition in der Quelle ab, da das Elektron
auf einer Zyklotronbahn der jeweils fithrenden Magnetfeldlinie folgt. Elektronen,
die am Rand des Strahlrohrs der WGTS emittiert werden, folgen ebenso den &ufle-
ren Magnetfeldlinien im Hauptspektrometer. Der Verlauf der Magnetfeldlinien im
Hauptspektrometer ist in Abb. veranschaulicht.

Doch auch bei fixem Startpunkt ist 7o abhingig vom Startwinkel © des Elektrons.
Dies lasst sich mit GI. erkldren: Der dritte Term ist proportional zu sin? Qg
und hat bei grofleren Startwinkeln einen entsprechend stérkeren Einfluss. Auch wenn
die Stelle des minimalen Potentials und der minimalen Magnetfeldstirke in einem
Punkt auf der Teilchenbahn im Hauptspektrometer zusammenfallen, so entspricht
diese Stelle nicht unbedingt dem Analysierpunkt. Lediglich fiir ©g = 0° ist dies sicher
der Fall. Dann verschwindet der dritte Term und das Minimum von E,” wird allein
durch das Minimum von U, bestimmt. Ansonsten sind jedoch die Gradienten des
Magnetfelds und des Potentials in der Umgebung ihres gemeinsamen Minimums zu
beachten. Bei groflem Magnetfeldgradienten gewinnt das Elektron zwar durch das
elektrische Feld an Longitudinalenergie Ell, jedoch wird es durch die anwachsende
Magnetfeldstiarke schneller abgebremst. Das bedeutet, dass die Lage des Analysier-
punkts nicht zwangslaufig mit dem Potentialminimum zusammenfillt, sondern von
Oy und vom elektromagnetischen Design abhéngt.

Um diesen Effekt winkelabhéingiger Analysierpunkte klein zu halten, wird in [45]
ein Magnetfelddesign empfohlen, bei dem es zwei Minima der Magnetfeldstérke pro
Feldlinie im Hauptspektrometer gibt. In diesem Fall besitzt die Magnetfeldstéarke
ein lokales Maximum an der Stelle des minimalen Potentials. Der zweite und dritte
Term aus GI. wirken dadurch nicht mehr entgegengesetzt. Zu sehen ist die
Variante mit einem Minimum in Abb. und mit zwei Minima in Abb.

Die Analysierpunkte sind bei einem Magnetfelddesign mit zwei Minima nur sehr
schwach abhéngig vom Startwinkel. Abb. zeigt die Lage der Analysierpunkte
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Abbildung 4.1: Verlauf der magnetischen Feldlinien im Hauptspektrome-
ter. Aus [45], modifiziert. Die Analysierpunkte von Elektronen, welche im duflers-
ten Bereich der WGTS emittiert werden, liegen aufgrund der resultierenden Trajek-
torien nahe am Rand des Spektrometers.
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Abbildung 4.2: Magnetfelddesign im Hauptspektrometer. Aus [45], modifi-
ziert. Abb. (a) zeigt die Variante mit einem Minimum pro Feldlinie und Abb. (b) die
Variante mit zwei Minima. Die aufgetragenen Kurven von Abb. (a) korrespondieren
mit den Magnetfeldlinien aus Abb. Das Minimum des Potentials liegt in beiden
Varianten bei z = 0.
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Abbildung 4.3: Die Lage der Analysierpunkte fiir @y = 0° und ®¢ = 51°.
Aus [45], modifiziert. Aufgrund des elektromagnetischen Designs sind die Analy-

sierpunkte abhéingig vom Startwinkel und liegen nicht in einer Ebene. Man beachte
die Skala der z-Achse.

fiir ©g = 0° und ©y = 51°. Entlang der z-Achse bewegen sich die Analysierpunkte
lediglich in einem Intervall von knapp 4 mm.

Die Menge aller Analysierpunkte bei fixem Startwinkel bildet die sog. Analysiere-
ben Aufgrund der schwachen Winkelabhéngigkeit der Analysierpunkte im Fall
der Variante mit zwei Minima seien im Folgenden winkelunabhéingige Analysier-
punkte bzw. eine winkelunabhéngige Analysierebene vorausgesetzt. Dass auch in
diesem Fall nicht von einem festen B, ausgegangen werden kann, wird in Abschnitt

erlautert.

4.1.2 Transmissionsfunktion - allgemeiner Fall

Die Transmissionsfunktion des KATRIN-Experiments ordnet jedem Wertepaar, be-
stehend aus elektronischer Startenergie £ und Retardierungsenergidﬂ qU, die Trans-
missionswahrscheinlichkeit T'( Ey, qU) zu. Hierbei gibt es fiir die Transmissionswahr-
scheinlichkeit geméfl elementarer Wahrscheinlichkeitsrechnung zwei gleichberechtig-
te Sichtweisen [46]:

1. Man betrachte entweder die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen, an einer be-
stimmten Stelle in der WGTS startenden Elektrons, den Pixeldetektor zu er-
reichen (bayesscher Wahrscheinlichkeitsbegriff), oder

!Es handelt sich strenggenommen um eine , Analysierfliche. Lediglich bei idealisierten Feld-
konfigurationen wire sie planar.
2Es gelte wie bereits in Kap. |2|die Notation qU = q - (Ux — Uyp).
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2. man gehe von einer moglichst groen Anzahl von Elektronen aus, die alle an
derselben Stelle in der WGTS starten und betrachte davon die relative Anzahl
detektierter Elektronen (frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff).

Im Folgenden wird von der bayesschen Sichtweise Gebrauch gemacht.

Die Transmissionsfunktion beriicksichtigt keine Sto68e mit Molekiilen in der WGTS
und geht somit von einer idealisierten Quelle aus. Erst bei der Antwortfunktion (siche
Abschnitt werden Energieverluste durch elastische und inelastische Streuprozes-
se beriicksichtigt.

Wenn ein Elektron transmittiert wird, so besitzt es definitionsgeméf in der Analy-
sierebene die geringste longitudinale kinetische Energie auf seiner Bahn durch das
Hauptspektrometer. Wenn dieses Elektron nicht transmittiert wird, dann aus dem
Grund, dass es bereits vor Erreichen der Analysierebene reflektiert wird®l Zusam-
mengefasst kann gesagt werden, dass eine Transmission genau dann stattfindet, wenn
E/‘L aus Gleichung in der Analysierebene einen positiven, das heif3t physikalisch
sinnvollen Wert annimmt. Dies driickt die Transmissionsbedingung/’|

El >0 (4.2)

aus. Unabhingig vom Startwinkel ©y des Elektrons findet fiir negative Uberschuss-
energien (Ey — qU) keine Transmission statt, da in diesem Fall auch bei ©y = 0°,
also bei gesamter kinetischer Startenergie in longitudinaler Richtung E(‘)‘ = FEy, die
Gegenspannung zu grof fiir eine Transmission ist. Dagegen findet fiir Uberschuss-
energien oberhalb der Energieauflésung’] AE eine Transmission sicher statt. Die
kinetische Startenergie Ej reicht dabei aus, um auch bei maximalem Startwinkel
Oy die Gegenspannung iiberwinden zu koénnen. Die wesentliche Berechnung der

Transmissionsfunktion beschrénkt sich somit auf Uberschussenergien zwischen 0 und
AFE. Schematisch ist die Transmissionsfunktion in Abb. zu sehen.

Bei folgender Betrachtung sei der Startwinkel ©p eines in der WGTS startenden
Elektrons zwischen Null und ©F** und ansonsten nicht naher bekannt. Die Uber-
schussenergie soll nun im Bereich zwischen Null und der Energieauflésung A FE liegen:

< @0 < @anax (4 3>
< .

0
0 (Ep —qU) < AE.
Dann besitzt dieses Elektron eine durch die Transmissionsfunktion bestimmte Trans-
missionswahrscheinlichkeit 7" mit 0 < T < 1. Mit gegebener Startenergie Ey und
gegebenen Quell- und Spektrometerparametern o = «, g, . . ., welche bestimmte

3Es seien hier lediglich Startwinkel beriicksichtigt, die kleiner als der maximale Startwinkel ©F'a*
sind. Fiir alle grofleren Startwinkel wird das Elektron unabhéngig von seiner Startenergie durch
das Magnetfeld des Pinch-Magneten reflektiert (vgl. Abschnitt .

4Der Grenzfall EJIA = 0 hat keinen Einfluss auf die Transmissionsfunktion und kénnte ebenso
in die Transmissionsbedingung mit aufgenommen werden, wie es beispielsweise in [18] gehandhabt
wird.

5Zur Energieauflosung sei auf Abschnitt verwiesen.
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0 AE Eo — qU

Abbildung 4.4: Die Transmissionsfunktion - schematischer Verlauf. Fiir ne-
gative Uberschussenergien ist die Transmissionswahrscheinlichkeit Null. Fiir Uber-
schussenergien grofier als AE ist die Transmissionswahrscheinlichkeit 100 %. Den hier
linearisierten Verlauf dazwischen gilt es genau zu berechnen.

Konfigurationen wie beispielsweise Magnetfelder oder die eingestellte Gegenspan-
nung U charakterisieren, kann iiber die Transmissionsbedingung ein Startwin-
kel ©F""(Ey, o) berechnet werden, bis zu welchem eine Transmission stattfindet
(siche GL (4.7)). Je gréBer Ey bei sonst identischen Parametern ist, desto weiter
nihert sich ©F" dem generellen Maximalwinkel ©7*** an.

Man geht nun von einer bekannten, vom Polarwinkel © abhéngigen Winkelverteilung

w(O©) der startenden Elektronen mit folgender Normierung aus:

max
@O

/ () dO = 1. (4.4)

0=0

Die Transmissionsfunktion kann durch Integration der Winkelverteilung w(©) von 0
bis OF " (Ep, o) angegeben werden [47, [48]:

grenz
@0

T / (0) dO . (4.5)

©=0

Diese Gleichung liefert die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron unter Vorausset-
zung (4.3) transmittiert wird.
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4.1.3 Transmissionsfunktion - explizite Berechnung

Aus der Transmissionsbedingung (4.2)) folgt zusammen mit der Relation (4.1) eine
Transmissionsbedingung fiir den Startwinkel:

. [Eo—qU By (ya +1)
Oy < arcsin —_— . 4.6
0 \/ Eo BA (’}/0 ¥+ 1) ( )

Fiir den Grenzfall ©p — arcsin /(. ..) und unter zusétzlicher Beriicksichtigung der
Relation (2.4) fiir den Lorentzfaktor  erhilt man den Grenzwinkel”|

) Ey—qU By 2mc?
@grenz — v 4.7
: arcsm\/ Fy  Ba(@mc+ By (4.7)

mit der Ruhemasse m des Elektrons. Alle Startwinkel bis ©F™™ fiihren innerhalb
der Rahmenbedingungen (4.3) zu einer Transmission.

Verwendet man, wie in Abschnitt behandelt, eine geméf Gl. (4.4) normierte
isotrope Winkelverteilung| w(0) = (1 — cos ©F*) 1 sin ©, so ergibt dies in Gl.
(4.5]) eingesetzt folgende Transmissionsfunktion:

grenz
60

sin ©
T = ——dO
/ 1 — cos O
©=0
I VA i s
1 — /1 — sin® Opax

Nun kénnen der Ausdruck fiir ©F " mit (4.7) und ©§** mit ersetzt werden.
Man gelangt unter Einbeziehung sédmtlicher moglicher Uberschussenergien auch au-
Berhalb der Grenzen 0 < (Ey — qU) < AFE zur relativistischen Transmissions-
funktion des KATRIN—Experiment

( ) (EO - qU) S 0
1 \/1 Eo—qU By 2mc2

Ey BA 2m02 -I—E())

T(EO,qU) = 5 ,0 < (EO — qU) < AFE (4.9)
Bo
Bp

1 (Ey—qU) > AE.

\

Der Einfluss durch die relativistische Berechnung &uflert sich insbesondere bei der
Energieauflosung. Mit der Ruheenergie mc? ~ 511keV des Elektrons [49] und einer

6Der Lorentzfaktor y5 wurde fiir die hier relevanten Uberschussenergien (Ey —qU) < Eq gleich
eins gesetzt.

"Uber den Azimutalwinkel ® wurde bereits integriert.

8Eine alternative Herleitung ist fiir den klassichen Grenzfall in [18] zu finden.
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Abbildung 4.5: Der relativistische Einfluss auf die Transmissionsfunktion.
Bei relativistischer Rechnung vergroflert sich die Breite der Transmissionsfunktion

AFE um knapp 2% . Fiir die Kurve wurden KATRIN-Standardparameter (siehe [5])
verwendet.

Startenergie von Fy = 18575¢eV erhilt man eine Verbreiterung der Energieauflosung
um etwa 1,82 % gegeniiber der klassischen Betrachtungsweise. Fiir die Energieauflo-
sung bei KATRIN-Standardparametern bedeutet dies eine Verbreiterung um etwa
17meV von AF.s ~ 929meV auf AF,q ~ 946 meV. Siehe dazu GI. . Die
Transmissionsfunktion sowie der relativistische Einfluss darauf sind in Abb.

dargestellt.

Die Auswirkung einer nicht-relativistischen Berechnung der Transmissionsfunktion
bzw. der weiter unten eingefiihrten Antwortfunktion auf die Bestimmung der Neu-
trinomasse wird in Abschnitt diskutiert.

4.1.4 Abweichungen vom Idealfall

Bei bekannter Winkelverteilung der Elektronenemission ist die Transmissionsfunk-
tion durch die Starke und den Verlauf des elektrischen und des magnetischen Feldes
bestimmt. Besonders empfindlich reagiert sie auf die Feldkonfigurationen im Haupt-
spektrometer, das heifit auf die Beschaffenheit und die Position der Luftspulen und
Elektroden im Spektrometertank. Wie in Abschnitt beschrieben, beeinflusst eine
Verénderung der Feldkonfigurationen beispielsweise die genaue Lage der Analysiere-
bene und ebenso deren Abhéingigkeit vom Startwinkel O .
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Abbildung 4.6: Magnetfeldstéirke in der WGTS in Abhéngigkeit der z-Ko-
ordinate. Aus [35], modifiziert. Speziell an den dufleren Réndern und etwa 1,75m
in beide Richtungen vom Mittelpunkt entfernt sind Inhomogenitéten zu erkennen.

Segmentierung des Startvolumens

Selbst bei einer winkelunabhéingigen Analysierebene geniigt es nicht, die KATRIN-
Transmissionsfunktion global fiir das Gesamtexperiment zu berechnen. Viel-
mehr ist es erforderlich, aufgrund des technisch realisierbaren elektrischen und ma-
gnetischen Feldes zwischen verschiedenen Segmentenlﬂ der WGTS, in denen Elektro-
nen starten, zu differenzieren.

Dies hat zwei Griinde:

1. Zum einen sind in der WGTS das Potential U, und die Magnetfeldstirke By
nur nidherungsweise konstant. Vor allem héangt By vom genauen Startpunkt
der Elektronen ab. Entscheidend ist dabei die z-Koordinate, wie in Abb.
zu sehen.

2. Zum anderen konnen U, und By ebenfalls variieren. Es ist entscheidend, wo
die jeweils betrachtete Teilchenbahn die Analysierebene durchst('jﬁ. Abb.
veranschaulicht das Abbildungsverhalten der WGTS auf die Analysierebene
bzw. auf den Pixeldetektor. Das Potential und die Magnetfeldstiarke der Ana-
lysierebene sind hauptséchlich von der radialen Position des Analysierpunkts
abhéngig [45! [50]. Solche Inhomogenitdten AU, und AB, des Potentials bzw.
der magnetischen Feldstiarke innerhalb der Analysierebene fithren dazu, dass

9Giehe dazu Abschnitt
10vg]. Analysierpunkt ra aus Abschnitt
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Abbildung 4.7: Abbildungsverhalten der WGTS auf die Analysierebene
bzw. auf den Pixeldetektor. Aus , modifiziert. Abhingig vom betrachteten
Startvolumen des Elektrons durchstofit die Teilchenbahn im Fall einer Transmission
die Analysierebene in einem bestimmten, eingeschrinkten Bereich. Den Detektor trifft
das Elektron auf einem entsprechenden Pixel.

verschiedene Analysierpunkte mit unterschiedlichen Transmissionsfunktionen
einhergehen. Abb. illustriert den Einfluss dieser Inhomogenititen auf die
Transmissionsfunktionen geméf Gl. (4.9).

Die Segmentierung des Pixeldetektors (vgl. Abb. erlaubt eine Zuordnung von
detektierten Elektronen und deren Startvolumen in der WGTS. Gleichermafien kann
eine Fliache zugeordnet werden, in welcher die Elektronen die Analysierebene passier-
ten. Das zugeordnete Startvolumen erstreckt sich jedoch iiber die gesamte Léngsach-
se der WGTS (siche Abb. [4.7). Somit kénnen zwar Transmissionsfunktionen'!] mit
unterschiedlichen Werten fiir Uy und B mit einer gewissen Auflésung unterschie-
den werden, eine differenzierte Zuordnung von Uy und B ist dagegen nicht moglich.
Zur Beriicksichtigung von Feldinhomogenitédten im Startvolumen und in der zuge-
horigen Teilfliche der Analysierebene wird eine Mittelung verschiedener Transmis-
sionsfunktionen fiir Elektronen aus unterschiedlichen Bereichen des Startvolumens
vorgenommen. Dies verbreitert die resultierende Transmissionsfunktion und ist da-
her bei der Simulation von KATRIN-Messungen zu beriicksichtigen. Zur Mittelung
wird das Startvolumen in kleinere Segmente unterteilt. Fiir j Segmente werden die
jeweils zugehorigen Transmissionsfunktionen 7 berechnet und zur Mittelung mit ei-
nem Gewichtungsfaktor g; versehen. Dieser Gewichtungsfaktor trégt dem Umstand
Rechnung, dass aus unterschiedlichen Segmenten im zeitlichen Mittel unterschied-
lich viele Elektronen emittiert werden, die zur Messung beitragen. Der Faktor g; soll

HSobald Energieverluste durch Streuung an den Tritiummolekiilen nicht mehr vernachlissigt
werden kénnen, misst man Antwortfunktionen (siche Abschnitt [4.2)) anstelle der Transmissions-
funktionen. Das Konzept der Segmentierung kann jedoch gleichermafien angewandt werden.
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Abbildung 4.8: Auswirkung von Potential- und Magnetfeldinhomogenité-
ten innerhalb der Analysierebene. Aus [5], modifiziert. Abb. a) zeigt den
Einfluss von AUy: Geht man félschlicherweise von einem globalen qU aus, so wird die
Transmissionsfunktion abhéngig von 7 verschoben, behélt jedoch ihre Form. Abb.
b) zeigt den Einfluss von ABj: Breite und Verlauf der Transmissionsfunktion werden
beeinflusst, nicht jedoch die Stelle beginnender Transmission.

deshalb proportional zu dieser Anzahl N; von Elektronen des j-ten Segments sein.
Proportional zu N; ist sowohl die Sdulendichte (pd); des Segments j als auch der
Raumwinkel ; = 27(1 — cos(©§*);), welcher durch ©, = (©§**); begrenzt wird.
Wegen Q; o (1 — cos(©F*);) ist

g; = (pd); - (1= cos (05),) (4.10)

eine mogliche Realisierung des Gewichtungsfaktors. Die gemittelte Transmissions-
funktion 7" berechnet sich dann zu

g -T1+go-To+ ...

T =
Zgj
J

(4.11)

Um die Inhomogenitéiten der Magnetfeldstéirke in der WGTS (vgl. Abb zu be-
riicksichtigen, wird das Startvolumen longitudinal in einzelne Segmente unterteilt.
Zur Beriicksichtigung der Inhomogenitidten AUx und AB,a innerhalb der Analy-
sierebene ist eine zusétzliche radial-azimutale Unterteilung des Startvolumens erfor-
derlich. Dazu ist eine sehr genaue Kenntnis der Inhomogenitédten innerhalb kleiner
Teilflichen vonnoten. Es kann beispielsweise mit einer winkelselektiven Elektronen-
kanone, dhnlich der aus Abschnitt eine prézisere Vermessung der Inhomoge-
nitéten in der Analysierebene durchgefiihrt werden. Siehe dazu [48]. Entsprechend
der Unterteilung des Detektors in 148 flichengleiche Pixel (sieche Abschnitt
kann eine Abschétzung der Teilfliche innerhalb der Analysierebene erfolgen, die ei-
nem Pixel beziehungsweise einem Startvolumen zuzuordnen ist: Bei einem Radius
der Analysierebene von 4,5m wie in Abb. ist diese Teilfliche etwa 0,43 m? grof.
Verschiedene Transmissionsfunktionen, welche mit unterschiedlichen Analysierpunk-
ten dieser Teilfliche korrespondieren, konnen vom Detektor nicht weiter aufgelost
werden, weshalb zusétzlich segmentiert und wie in GI. gemittelt werden sollte.
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Restunschirfe

Es bleibt zu erwdhnen, dass die Resultate durch die beschriebenen Mittelungen in
ihrer Giite beschréankt sind, selbst bei préaziser Kenntnis der Magnetfeldstédrke und
Dichteverteilung in der WGTS sowie der Inhomogenitéiten in der Analysierebene.
Grund hierfiir ist die Tatsache, dass auch Elektronen, die alle an einem fixen Punkt
in der Quelle mit einem ebenso fixen Winkel O starten, unterschiedliche Analy-
sierpunkte haben koénnen. Dies wiederum liegt daran, dass die Elektronen Zyklo-
tronbahnen mit einem Zyklotronradius 75 in der Analysierebene beschreiben. Da
der azimutale Startwinkel &, alle Werte zwischen Null und 27 annehmen kann,
konnen diese Elektronen sdmtliche Analysierpunkte innerhalb einer Kreisfliche mit
dem Radius 2 - r5 besitzen. Siehe dazu Abb. Mit der Bewegungsgleichung fiir
ein geladenes Teilchen in dufleren Feldern [16] und der relativistischen adiabatischen
Transformation erhélt man

Ep - (Bp/c® +m)
= 4.12
g \/ q2BPBr ( )

mit der Ruhemasse m , dem lokalen Zyklotronradius 7, sowie der lokalen Magnet-
feldstéirke B,. des Elektrons. Diese Gleichung besagt, dass der Zyklotronradius eines
unter festem Winkel in der WGTS gestarteten Elektrons proportional zu (B,)” 2
ist und sein Maximum deshalb bei minimaler Magnetfeldstérke vorliegt. Unter Ver-
wendung von KATRIN-Standardparametern ergibt sich fiir den Grenzfal Ef =
Ep = 18575€V ein Zyklotronradius in der Analysierebene von ra ~ 8 mm. Dies
fiihrt zu einer Fliche von etwa 0,8 - 1073 m? in der Analysierebene, auf welcher ein
punktformiges Segment der WGTS abgebildet wird. Eine Segmentierung der WGTS
mit einer einhergehenden Segmentierung der Analysierebene kann deshalb nur sinn-
voll sein, wenn die resultierenden Teilflichen deutlich grofer als 0,8 - 1073 m? sind.
Angesichts der korrespondierenden Fliche eines Detektorpixels von 0,43 cm? in der
Analysierebene ist der Zyklotronradius in guter Naherung vernachléassigbar.

2Dies bedeutet, dass die Elektronen mit Oy = OF** starten.
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Abbildung 4.9: Die Ausdehnung der Fliche, in welcher Elektronen mit
fixem Startpunkt beim Durchqueren der Analysierebene lokalisiert sein
kdnnen. Starten diese Elektronen zusétzlich mit fixem Azimutwinkel &g, so liegen
die moglichen Analysierpunkte auf einem Kreisring mit dem Zyklotronradius r4. Da
jedoch alle Azimutwinkel erlaubt sind, bilden die moglichen Analysierpunkte einen
Kreis mit doppeltem Zyklotronradius. Durch die Mitte der zur Veranschaulichung
dargestellten Teilringe aus dem rechten Kreis verlduft die jeweils fiihrende Magnetfeld-
linie. Beispielhaft sind die Kreise im Mafistab 1:1 fiir drei unterschiedliche Startwinkel
O dargestellt.
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4.2 Die Antwortfunktion

Bei der Antwortfunktion des KATRIN-Experiments gelten grundsétzlich alle Vor-
tiberlegungen zur Transmission aus Abschnitt [4.1.1] nun jedoch mit zusétzlicher Be-
riicksichtigung von elastischen und inelastischen Streuprozessen in der Tritiumquelle.
Die Auswirkung der durch Streuprozesse verursachten Winkeldnderungen wird hier
bei der mathematischen Beschreibung aufler Acht gelassen. Beriicksichtigt werden
hingegen Energieverluste gemifl der Energieverlustfunktion (siehe Abschnitt .

4.2.1 Néaherungsweise Berechnung

Es seien die Potentiale Uy und U, sowie die Magnetfeldstarken By und By bei
Betrachtung eines Segments der WGT'S als konstante Parameter angenommen. Dann
ergibt sich fiir die Antwortfunktion dieses Segments nach [5]:

+oo
R(Ey,qU) = /deT(Eo—e,qU)-{Fo-é(e>+ﬁl-f(e)+ﬁz-(f®f)(e)+---}
_ /de flT(Eo—e,qU)~E~ £(6) (4.13)

mit den Streufunktionen:

fole) = d(€)

file) = f(€)

fole) = (f®f)e) (4.14)
fs(e) = (f®f® f)e)

Dabei bezeichnet d(e) die Dirac’sche Delta-Distribution [51] und f(¢) die Ener-
gieverlustfunktion aus Abschnitt Die mittleren Streuwahrscheinlichkeiten P,
werden weiter unten eingefiithrt. Der Operator ® bezeichnet die mathematische Fal-
tung, welche folgendermafien definiert ist [51]:

(f®g)(r):= / flx —¢€)-gle)de. (4.15)

Es seien f und g zwei Funktionen beziechungsweise Distributionen mit (f, g : R +—
C). Aufgrund der Integration ist die Faltung beziiglich f und g eine assoziative,
kommutative und distributive Operation.

Die Antwortfunktion resultiert bei fixer Retardierungsenergie qU aus einer Faltung
der Transmissionsfunktion 7" mit der Summe

Py~ fole) +Pr- file) + Po- fale) + ... . (4.16)
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Die einzelnen Terme der Summe beschreiben die Energieverluste durch (mehr-
fache) Streuungen: Der Term Py - fy(€) beriicksichtigt den Anteil der ungestreuten
Elektronen, P; - fi(e) den Anteil einfach gestreuter Elektronen und so weiter. Der
ganzzahlige Parameter Ny, aus Gl gibt an, bis zu welchen Ordnungen die
Streuungen berticksichtigt werden. Aus der Definition der Streufunktionen f;(e€) ist
ersichtlich, dass jeder Term P; - f;(¢) eine i—fache Faltung mit der Energieverlust-
funktion f(e) bewirkt, was einem Energieverlust durch i—fache Streuung entspricht.
Gébe es beispielsweise lediglich monochromatische Energieverluste der Grofie €, so
hétte die auf eins normierte Energieverlustfunktion die Form einer Delta-Distribu-
tion f(e) = d(e — €’) und wiirde bei einer Faltung mit der Transmissionsfunktion 7’
lediglich eine Verschiebung um €’ bewirken. Dies hétte zur Folge, dass die Transmis-
sion einzelner Elektronen erst bei einer um € erhohten Startenergie beginnen wiirde,
da genau dann eine Kompensation des Energieverlustes stattfinde.

Die Integrationsgrenzen in Gl. (4.13) kommen dadurch zustande, dass auBerhalb
der Grenzen jeweils ein Teilintegrand verschwindet: Bei ¢ < 0 ist f = 0, da es keine
negativen Energieverluste gibt, und fiir € > (Ey — qU) ist T = 0 (siehe (4.9)).

Bei einer Auftragung der Antwortfunktion iiber der Uberschussenergie wie in Abb.
handelt es sich strenggenommen nicht mehr um eine Faltung von 7' mit den
Termen P - fi(e) wie oben beschrieben, da nun qU anstelle von FE, variiert Wir.
Jedoch besitzt die Transmissionsfunktion aus GI. bei groflen Startenergien
Ey ~ 18,6keV in erster Niherung eine effektive Abhéngigkeit von der Uberschusse-
nergie (Fy—qU), sodass das Resultat von demjenigen einer Faltung nur unwesentlich
abweicht.

Wie bereits bei der Transmissionsfunktion in Abschnitt beschrieben, kann ana-
log zu T eine mittlere Antwortfunktion R fiir ein segmentiertes Startvolumen in der
Quelle berechnet werden.

Streuwahrscheinlichkeiten

Die longitudinale Unterteilung des zu einem Detektorpixel gehorigen Startvolumens
ist in diesem Fall noch wichtiger als bei der Transmissionsfunktion, da das nun
beriicksichtigte Streuverhalten der Elektronen von der Startposition in der WGTS
abhéngt.

Aufgrund der sehr geringen Wahrscheinlichkeiﬁ einer Streuung pro Tritiummolekiil
folgt die Anzahl ¢ der Streuprozesse eines Elektrons aus dem betrachteten Segment
der WGTS einer Poissonverteilung mit den Streuwahrscheinlichkeiten

(o pdeff)i

7!

P, :=exp(—0 - pdeg) (4.17)

13Bei der spiteren Messung des Tritiumspektrums kann ebenfalls nur qU variiert werden.
4Man beachte dazu die GréBenordnung des Wirkungsquerschnitts O(o) = 10722m? (vgl. Ab-
schnitt .
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Abbildung 4.10: Die Antwortfunktion mit der nidherungsweisen Berech-
nung aus Gl. und der Energieverlustfunktion aus Abschnitt Dar-
gestellt ist eine Mittelung aus zehn verschiedenen Antwortfunktionen einzelner Seg-
mente bzw. Slices (vgl. Abb.[3.2). Deutlich zu sehen ist ein Anstieg im Bereich einer
Uberschussenergie von etwa 12,5 eV durch einsetzende inelastische Einfachstreuung.
Etwas schwicher fallt der Anstieg durch einsetzende inelastsiche Zweifachstreuung im
Bereich von (Ey — qU) ~ 25eV aus.
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und der darin enthaltenen effektiven Sdulendichte

1

cos O
z=z

ples(2, 00) i = p()de (4.18)

!

die das Elektron in der Quelle passiert [34]. Dabei ist z die z-Koordinate des Elek-
tron-Startpunkts innerhalb der Quelle und z,., die z-Koordinate des Ubergangs
von der WGTS zur Transportsektion (vgl. Abb. . Der Parameter o gibt den
kompletten Wirkungsquerschnitt aller moglichen Streuprozesse an, welche in der
Energieverlustfunktion beriicksichtigt sind.

Entscheidend bei der Berechnung der Antwortfunktion aus Gl. (4.13)) sind die mitt-
leren Streuwahrscheinlichkeiten

@()max
P, = Pi(2) = / w(O) - Pi(z,0)do
=0
®0max
w(O) isotrop 1 .
I8 - . P, 4.1
s Op / sin(©) - Py(2,0)dO, (4.19)

©=0

welche die Beitrédge der i—fach-Streuungen geméfl ihres mittleren Auftretens gewich-
ten. Eine Mittelung der Streuwahrscheinlichkeiten ist trotz Betrachtung eines festen
Startpunkt{™] erforderlich, da die effektive Séulendichte (siche Gl. (4.18))) und somit
die Streuwahrscheinlichkeiten vom Startwinkel ©, abhéngen. In Abb. ist die
Winkelabhéngigkeit der Streuwahrscheinlichkeiten dargestellt. Integriert wird das
Produkt aus Streuwahrscheinlichkeit P; und normierter isotroper Winkelverteilung
(1 — cos ©F*)~1sin O iiber alle zur Transmission beitragenden Startwinkel.

Giiltigkeit nur bei kleinem Maximalwinkel

Da nur die gemittelten Streuwahrscheinlichkeiten P, als Faktoren in die Antwort-
funktion aus GI. eingehen, berechnet sich hier jeder Summand durch eine
Faltung der Transmissionsfunktion 7" mit der jeweiligen Streufunktion f;. Das Er-
gebnis dieser Faltung wird anschlieBend mit der entsprechenden mittleren Streuwahr-
scheinlichkeit P; multipliziert. Dadurch wird jedoch vernachlissigt, dass Elektronen
mit kleinem Startwinkel ©, beispielsweise eine hohere Wahrscheinlichkeit Py (©y)
besitzen, ungestreut zu bleiben, als Elektronen mit groflerem Startwinkel. Die Win-
kelverteilung der ungestreuten Elektronen ist somit nicht mehr isotrop. Dies &ndert
die Form des ersten Summanden. Ahnlich kann bei den weiteren Summanden argu-
mentiert werden. Der folgende Abschnitt beschreibt die erforderlichen Anderungen
bei der Berechnung der Antwortfunktion. GI. stellt somit lediglich eine N-
herung fiir kleine Maximalwinkel ©§** oder schnell abfallende Winkelverteilungen

15Bei ausreichend kleinen Segmenten kann als Startpunkt der Elektronen die Mitte des betrach-
teten Segments herangezogen werden.
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Abbildung 4.11: Die Abhingigkeit der Streuwahrscheinlichkeiten P; vom
Startwinkel ®¢. Das obere Diagramm zeigt den Verlauf der Streuwahrscheinlichkei-
ten Py bis P, bei variablem Startwinkel. Das Sdulendiagrammm stellt Py bis P; geméf
einer Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung dar und unterscheidet zwischen den Extrem-
fallen ©9 = 0° und ©¢ = 51°. Die Anzahl von Streuprozessen ist poissonverteilt mit
einer Varianz bzw. einem Erwartungswert von (o - pdeg). Fiir diese Darstellung wurde
der komplette Wirkungsquerschnitt oy & 3,7- 10722 m? (vgl. Abschnitt und eine
effektive Saulendichte von pdeg(©g) = 5 - 102! - (cos ©g) "' m~2 verwendet. Auf das
KATRIN-Experiment bezogen, entspricht dies dem Beschuss mit einer Elektronenka-
none (vgl. Kap. , sodass alle Elektronen die komplette WGTS mit einer effektiven
Séulendichte pdeg(z = const, ©y = const) durchqueren.
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dar, sodass die Winkelabhéingigkei der Streuwahrscheinlichkeiten kaum zum Tra-
gen kommt.

4.2.2 Exakte Berechnung

Da sowohl die Winkelverteilung w(©,) der Elektronen als auch die Streuwahrschein-
lichkeiten P;(©y) eine Abhéngigkeit von Oy aufweisen, darf die Integration iiber alle
beitragenden Startwinkel nicht separat fiir w(©g) und P;(©) ausgefiihrt werden.
Daher kann bei der korrekten Berechnung der Antwortfunktion nicht, wie bisher,
auf die Transmissionsfunktion 7" aus Gl. zuriickgegriffen werden.

Modifizierte Transmissionsfunktionen

Die bisherige Notation zur Berechnung der Antwortfunktion kann beibehalten wer-
den, sofern man in GI. die Transmissionsfunktion 7" durch modifizierte Trans-
missionsfunktionen 77 ersetzt. Es ergibt sich die Antwortfunktion eines Segments
mit beliebig groem Maximalwinkel 7

E
o QU Nstreu

R*(Ey, qU) : /de Z TH(Ey—e,qU) - B, - fi(e) . (4.20)

e=0

Sofern bei der allgemeinen Berechnungsformel der Transmission (4.8) die winkel-
abhéngigen Streuwahrscheinlichkeiten P;(©) in den Integranden mit aufgenommen
werden, erhélt man die benétigten modifizierten Transmissionsfunktionen

(

0 ,(E()—QU)<O

egrenz (E(),qU

T3 (Eo, qU) = 4 / (5in©) - £:(6)

(1 —cos @max) P,

dO ,0< (Ey—qU) < AE (4.21)

(Eo— qU) > AE

mit dem Grenzwinkel OF“" aus Gl. und den gemittelten Streuwahrschein-
lichkeiten aus Gl. (4.19). Diese modifizierten Transmissionsfunktionen T} weisen
gegeniiber der bisherigen Transmissionsfunktion 7" eine &hnliche Gestalt auf: In bei-
den Fillen sind die Funktionen fiir negative Uberschussenergien Null sowie konstant
eins fiir groBere Uberschussenergien als AE. Die entscheidende Anderung gegeniiber
T sind die Verlaufe von T fiir 0 < (Ey —qU) < AE. Abb. zeigt die T der
ersten vier Werte fiir 7. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich die Verldufe einzelner
T stark unterscheiden, weshalb die bisherige Verwendung einer einzelnen Funkti-
on T eine erhebliche Niaherung darstellt. Eine dquivalente Sichtweise zur korrekten
Berticksichtigung winkelabhéngiger Streuwahrscheinlichkeiten wurde bereits in [52]

vorgestellt.

16Bei Taylorentwicklung der Streuwahrscheinlichkeiten um ©g = 0 ergibt sich erst in zweiter
Ordnung eine Winkelabhingigkeit.
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Abbildung 4.12: Die modifizierten Transmissionsfunktionen T; . Aufgetragen
sind die T} mit 7 = 0,1, 2, 3 fiir Uberschussenergien zwischen Null und einem Elektro-
nenvolt unter Verwendung der KATRIN-Standardparameter und einer Segmentierung
der WGTS in zehn Slices.

Zur Interpretation der modifizierten Transmissionsfunktionen werden zunéchst nur
alle ungestreuten Elektronen betrachtet. Diese besitzen die modifizierte Transmis-
sionsfunktion 7f; . Unter Verwendung von Simulationsparametern wie in Abb.
ergibt sich bei einer eingestellten Uberschussenergie von 0,6 eV eine Transmissions-
wahrscheinlichkeit der ungestreuten Elektronen von etwa 60 % . Zum Vergleich wer-
den nun lediglich alle dreifach gestreuten Elektronen mit der modifizierten Trans-
missionsfunktionen 775 betrachtet. Bei einer Uberschussenergie von erneut 0,6V
besitzen diese Elektronen trotz identischem Grenzwinkel ©F " (E, qU) eine Trans-
missionswahrscheinlichkeit von unter 50 % . Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die
Winkelverteilung aller ungestreuten Elektronen nicht isotrop ist: Elektronen, die bei
kleineren Winkeln ©, starten, besitzen gegeniiber grofleren Startwinkeln eine ho-
here Wahrscheinlichkeit P, ungestreut zu bleiben. Dementsprechend werden diese
Elektronen im Vergleich zur isotropen Verteilung vermehrt unter kleinen Winkeln
emittiert. Analoge Argumentationen lassen sich fiir die Betrachtung mehrfach ge-
streuter Elektronen finden.

Die Hypothese, dass die winkelabhéngigen Streuwahrscheinlichkeiten P;(©) bereits
bei der Berechnung der Transmissionsfunktionen beriicksichtigt werden miissen,
kann durch eine Monte-Carlo-Simulation mit KASSIOPEIA] verifiziert werden.

Zum Vergleich beider Berechnungsweisen der Antwortfunktion R bzw. R* ist in Abb.
die relative Abweichung von R* zu R aufgetragen. Zu erkennen ist, dass die

17Zu KASSIOPEIA siehe Abschnitt
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weitaus grofiten Abweichungen von iiber 15 % bei minimal positiven Uberschussener-
gien vorliegen. Dies liegt daran, dass in diesem Bereich aufgrund nicht vorhandener
inelastischer Streuung jeweils der erste Term Py-T bzw. Py - T aus den Gleichungen
und dominiert, wobei die darin enthaltenen Funktionen 7" und 7§ fiir
0 < (Ey—qU) < AE einen deutlich unterschiedlichen Verlauf besitzen. In Abb.
sind die Antwortfunktionen R und R* fiir kleine Uberschussenergien bis 1eV
zusammen aufgetragen, wobei hier deutlich eine absolute Abweichung zu erkennen
ist. Die relative Abweichung von R* zu R liegt fiir grofere Uberschussenergien bei
weniger als 1,5 Promille (vgl. Abb. unten).

Im aktuellen Programmpaket Source Spectrum Calculationd™| (SSC) ist neben der
bisherigen Antwortfunktion R nun auch R* als Klasse implementiert.

4.2.3 Einfluss auf die Bestimmung der Neutrinomasse

Im Folgenden wird untersucht, welche Einfliisse die Berechnungsweise der Antwort-
funktion auf die Bestimmung der Neutrinomasse hat. Dazu werden, wie in Abschnitt
beschrieben, mindestens 1000 KATRIN-Messungen mit einer bestimmten Ant-
wortfunktion simuliert und anschliefend auf Grundlage einer veréinderten Antwort-
funkton analysiert. Fiir die simulierten Messungen wird stets die Antwortfunktion
aus Gl verwendet und eine Neutrinomasse von m, = 0eV angenommen. Der
Fitparameter m? der einzelnen Analysen fiihrt dann zu einer resultierenden syste-
matischen Unsicherheit Am?. Simtliche Ergebnisse inklusive verwendeter Parameter

sind tabellarisch im Anhang zu finden.

Berechnungsweise aus dem KATRIN Design Report

Zuniichst wird der Einfluss auf m? durch Analyse mit der geniherten Antwortfunk-
tion aus Gl. untersucht. In Abb. ist zu sehen, dass die weitaus grof3-
te Abweichung durch die genéherte Berechnungweise bei minimalen Uberschusse-
nergien vorliegt. Das integrierte S-Spektrum wird durch diese Abweichung an je-
der Stelle qU beeinflusst. Somit ist eine resultierende systematische Unsicherheit
fiir alle Analyseintervalle zu erwarten. Es ist eine deutliche Abhéngigkeit von der
GroBe des Analyseintervalls festzustellen: Wahrend bei einem Analyseintervall von
10eV mit Am?2 = (+1 4 1) - 1073 (eV)? keine aussagekriftige systematische Unsi-
cherheit auf m? induziert wird, ergeben sich deutliche Unsicherheiten bei Vergro-
Berung des Analyseintervalls. Bei dem grofiten betrachteten Analyseintervall von
40eV bewirkt die gendherte Antwortfunktion eine systematische Unsicherheit von
Am? = (+11,4 £ 0,3) - 1073 (eV)?, was bereits in der GroSenordnung der entspre-
chenden statistischen Unsicherheit von o, = (0,149+0,0003) (eV)? liegt. Die grofe
Abhiingigkeit zwischen Am? und dem Analyseintervall riihrt offenbar daher, dass es
sich, wie in Abschnitt beschrieben, um vier unterschiedlich stark korrelierte
Fitparameter handelt. Aufféillig bei den zuletzt genannten Analyseintervallen ist,
dass der Fitparameter der Amplitude im Fall des 10 eV-Analyseitervalls einen Wert
von 1,00007 4+ 0,00007 aufweist und im Fall des 40 eV-Analyseintervalls einen Wert
von 0,9994887 + 0,000008, also deutlich kleiner. Eine Vorhersage des Fitverhaltens
erscheint hier duflerst schwierig. Weiterfithrende Untersuchungen in diese Richtung

1871 SSC siehe Abschnitt
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Abbildung 4.13: Relative Abweichung der Antwortfunktion R* zur Ant-
wortfunktion R fiir Uberschussenergien zwischen Null und 50 eV. Die untere
Kurve zeigt einen vertikal vergrofferten Ausschnitt der oberen. Man beachte dazu die
Skala der Ordinate. Es wurden KATRIN-Standardparameter und eine in zehn Slices
segmentierte WGTS verwendet.
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Abbildung 4.14: Die Antwortfunktion R*(Eg,qU) im Vergleich zur geni-
herten Antwortfunktion R(Eg,qU) aus Abschnitt Aufgetragen sind bei-
de Funktionen fiir eine Uberschussenergie bis 1eV, sodass lediglich der erste Anstieg
zu sehen ist. Hier gilt R*(Ey = const, qU) > R(Ey = const, qU ). In bisherigen Berech-
nungen wurde R(FEp,qU) verwendet [5].
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sind zu empfehlen. In jedem Fall sollte unabhéngig vom Analyseintervall die Berech-
nung der Antwortfunktion nach Gl. angewendet werden, da auch beim 10eV-
Analyseintervall ein groferer Wert fiir Am? unter leicht veréinderten Simulationspa-
rametern denkbar erscheint.

Nicht-relativistische Berechnungsweise

Der Einfluss auf m? durch eine Analyse mit der Antwortfunktion nach Gl (4.20),
jedoch ohne relativistische Korrektur, weist im Gegensatz zum bisher betrachteten
Effekt kaum eine Abhéingigkeit vom Analyseintervall auf: Bei einem Analyseintervall
von 10eV ergibt sich Am? = (=741)-1073 (eV)?, was sich im Rahmen von weniger
als einer Standardabweichung mit den Werten fiir die restlichen Analyseintervalle
deckt. Zu beachten ist, dass Am? im Gegensatz zum oben genannten Fall ein negati-
ves Vorzeichen besitzt. Vorsicht ist daher geboten bei simultaner Betrachtung beider
Effekte, da sich die Auswirkungen auf m?2 zwar teilweise aufheben kénnen, jedoch
nicht immer in gleichem Mafle. So ist dies stark vom Analyseintervall abhéngig, wie
aus Tab. im Anhang[A.1.TJhervorgeht. Doch selbst bei gleichem Analyseintervall
sind mit anderen Simulationsparametern, wie beispielsweise einer anderen Energie-
verlustfunktion oder einer geéinderten Séulendichte, deutlich unterschiedliche Werte
fiir Am? denkbar.

Bei einzelner Betrachtung der diskutierten Ndherungen der Antwortfunktion wird
deutlich, dass zur Analyse der KATRIN-Hauptmessungen die Berechnungsweise aus
Gl verwendet werden muss. Fiir ein Analyseintervall von 30eV {ibersteigt der
Wert fiir Am?2 in beiden Féllen bereits die systematische Unsicherheit von +6 -
1073 (eV)?, welche in [5] als Obergrenze fiir die Bestimmung der Antwortfunktion
angegeben ist.



5. Simulierte Messung einer
Antwortfunktion

Dieses Kapitel dient zur Vorbereitung auf die im nachsten Kapitel vorgestellte Me-
thode zur Bestimmung der Energieverlustfunktion, welche auf eine spezielle Ant-
wortfunktion zuriickgreift. Diese Antwortfunktion weicht von den im letzten Kapitel
vorgestellten ab und wird unter Verwendung einer Elektronenkanone vor Beginn der
KATRIN-Hauptmessungen zu bestimmen sein. Die Elektronenkanone ist Teil des
Kalibrations- und Monitoring-Systems aus Abb. 2.2 In Abschnitt sind die we-
sentlichen Eigenschaften und Aufgaben der Elektronenkanone zusammengefasst. Da-
bei werden jene Eigenschaften fokussiert, welche fiir die vorliegende Arbeit relevant
sind. Im Anschluss wird in Abschnitt beschrieben, wie mithilfe des Programm-
pakets KASSIOPEIA die Messung einer Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone
durch Teilchentracking simuliert wird. Zusétzlich werden die Streuwahrscheinlich-
keiten ermittelt und mit numerischer Berechnung verglichen.

5.1 Elektronenkanone

Eine detaillierte und aktuelle Beschreibung der oben genannten Elektronenkanone
inklusive angestrebter Spezifikationen und moglicher Anwendungsbereiche ist in [53]
zu finden.

Funktionsweise und Spezifikationen

Die Elektronenkanone wird im Rahmen der KATRIN-Kollaboration entwickelt und
basiert physikalisch auf dem photoelektrischen Effekt, welcher das Austreten
einzelner Elektronen aus dem gebundenen Zustand in einem Feststoff ermoglicht,
sobald die Energie auftreffender Photonen die nétige Austrittsarbeit fiir die Elek-
tronen {iibersteigt. Zur Bereitstellung der erforderlichen Photonen dient eine UV-
Lichtquelle. Bei dem Feststoff, aus welchem Elektronen ausgelost werden, handelt es
sich aufgrund seiner geeigneten Austrittsarbeit um Gold. Die ausgelosten Elektronen
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Abbildung 5.1: Die Elektronenquelle der Elektronenkanone inklusive Loch-
blende. Aus [54]. Zur Einstellung verschiedener Startwinkel kann die Quelle durch
Schrittmotoren an den Halterungen geneigt werden.

werden elektrostatisch auf eine gewiinschte kinetische Energi von etwa 18,6 keV
beschleunigt und durch ein magnetisches Feld in die WGTS gefithrt. Da fiir die
Messung der Antwortfunktion nach Abschnitt Emissionsraten > 10te~ s~ er-
forderlich sind und dazu die Photonenenergie deutlich gréfler als die Austrittsarbeit
gewahlt werden muss, ist keine monochromatische Emission moglich. Es ergeben
sich infolge dessen Standardabweichungen sg < 0,2eV fiir die resultierende Ener-
gieverteilung der Elektronen. Weiterhin ist die Elektronenkanone winkelselektiv,
sodass basierend auf einem Schrittmotor durch Neigung der Elektronenquelle unter-
schiedliche Startwinkef?] ©, der Elektronen eingestellt werden konnen (siche Abb.
. Analog zur Energie kann auch fiir den Startwinkel lediglich ein Erwartungs-
wert eingestellt werden, wobei hier die zugrundeliegende Winkelverteilung bei klei-
nen eingestellten Startwinkeln schméler wird. Fiir die in dieser Arbeit diskutierten
Methoden ist lediglich eine Einstellung von ©y = 0° erforderlich, sodass die resul-
tierende Standardabweichung sg der Winkelverteilung in der WGTS < 1° und nach
ersten Simulationen anndhernd gauBverteilt ist (siehe [53]).

Anwendungsgebiete

Anwendungsgebiete der Elektronenkanone des Kalibrations- und Monitoring-Sys-
tems sind neben der Bestimmung der Energieverlustfunktion (siehe dazu Kap. @
beispielsweise die Uberwachung der Séiulendicht wéihrend der KATRIN-Haupt-
messungen oder Messungen von Transmissionsfunktionen bei leerer Tritiumquelle.

'Eine kinetische Energie der Elektronen knapp oberhalb des Endpunktes des Tritiumspektrums
ist bei Messungen mit der Elektronenkanone im Falle einer gefiillten Tritiumquelle sinvoll, da an-
dernfalls lediglich eine Kombination von Elektronen der Elektronenkanone und aus Tritiumzerfillen
gemessen werden kann.

2Als Winkel der Elektronen sind die Polarwinkel gemeint, welche durch Elektronenimpuls und
Magnetfeld eingeschlossen werden.

3Der Wert Siulendichte muss nicht direkt bestimmt werden. Die Kenntnis des Produkts aus
Saulendichte und inelastischem Wirkungsquerschnitt reicht aus. Siehe dazu Abschnitt
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Zusitzlich kénnen bei hohen Emissionsraten > 10%e~s™t Elektronenfallen identi-
fiziert und untersucht werden, welche zu einer unerwiinschten Speicherung vieler
Elektronen fiihren.

5.2 Simulation mit Teilchentracking

Da sich die oben genannte Elektronenkanone sowie die WGTS noch im Aufbau be-
finden, wird eine Messung der Antwortfunktion simuliert. Dazu werden mit dem
Programmpaket KASSIOPEIA fiir die Werte 0,1eV und 0,2eV der Standardab-
weichung sg jeweils etwa 100 Millionen Elektronen durch die WGTS getrackt. Die
gewihlte Startenergie entspricht mit 18575eV ungefihr der Endpunktsenergie des
Tritiumspektrums. Um die Simulationsdauer zu verringern, wird eine adiabatische
Berechnungsweise nach GI. verwendet. Beriicksichtigt werden der Verlauf des
Magnetfeldes der WGTS (vgl. Abb. und ein eindimensionales Dichteprofil (sie-
he [55]) des Tritiumgases. Auf Grundlage der energieabhingigen elastischen und
inelastsichen Wirkungsquerschnitte finden Streuprozesse mit entsprechenden Ener-
gieverlusten und Winkeldnderungen statt. Die Startposition aller Elektronen wird
fix gewéhlt und liegt von der DPS1-R kommend mittig am Ende des Strahlrohres
der Tritiumquelle. Die Startwinkel werden gemé&fl einer Gauflverteilung gewiirfelt,
wobei deren Standardabweichung < 1° ist, sodass sich erst bei maximaler Magnet-
feldstiarke in der WGTS eine Standardabweichung =~ 1° ergibt. Jedes Elektron wird
so lange getrackt, bis es entweder das andere Ende des Strahlrohres der WGTS
erreicht oder zuvor infolge von Streuprozessen reflektiert wird. Informationen, wie
beispielsweise die Endposition des Elektrons, seine kinetische Energie und sein Win-
kel an dieser Endposition oder die Anzahl ereigneter Streuungen inklusive einzelner
Energieverluste und Winkeldnderungen, werden gespeichert.

Bestimmung der Antwortfunktion aus den Trackingergebnissen

Zur Bestimmung der Antwortfunktion werden zunéchst jene Elektronen selektiert,
welche bei ihrer Endposition einen Winkel besitzen, der entsprechend der dortigen
Magnetfeldstarke klein genug ist, um nicht durch den Pinchmagneten vor Erreichen
des Detektors reflektiert zu werden (vgl. Mazimalwinkel aus Gl. (2.6)). Elektronen,
welche bereits innerhalb der WGTS reflektiert werden, sind ebenfalls von der Selek-
tion ausgeschlossen. Der Anteil der selektierten Elektronen betréigt in beiden Simu-
lationen etwa 99,974 % . Fiir diese Elektronen wird anhand ihrer kinetischen Energie,
ihres Winkels und der Magnetfeldstidrke an ihrer jeweiligen Endposition ermittelt,
wie viele der Elektronen bei einzelnen Retardierungsenergien qU transmittiert wer-
den. Dazu wird Gl. angewendet, sodass die Elektronen nicht weiter getrackt
werden miissen. Mogliche Streuprozesse aulerhalb der WGTS bleiben damit unbe-
riicksichtigt. Wie in Abschnitt angeregt, werden die Werte fiir qU in 50 meV-
Schritten variiert. Nach Normierung der einzelnen Anzahlen transmittierter Elek-
tronen auf die Anzahl aller gestarteten Elektronen ergibt sich fiir sg = 0,1eV und
sg = 0,2eV jeweils eine Antwortfunktion. Die Antwortfunktion fiir sg = 0,1eV ist
im oberen Diagramm der Abb. fiir Uberschussenergien bis 50 €V zu sehen.

Resultierende Streuwahrscheinlichkeiten

Da wéhrend des Teilchentrackings alle Informationen iiber die Streuprozesse ge-
speichert werden, konnen daraus Streuwahrscheinlichkeiten ermittelt werden. Zur
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Abbildung 5.2: Relative Abweichung der Streuwahrscheinlichkeiten beim
Teilchentracking gegeniiber numerischer Berechnung. Die Ergebnisse der bei-
den Simulationen sind im Rahmen ihrer Unsicherheiten miteinander vereinbar. Ten-
denziell finden aufgrund der Winkeldnderungen beim Teilchentracking in gesteigertem
Mafle Mehrfachstreuungen statt.

Extraktion der Energieverlustfunktion im nachfolgenden Kapitel sind die Streuwahr-
scheinlichkeiten fiir inelastische Streuungen von Interesse. Ein Vergleich der er-

mittelten inelastischen Streuwahrscheinlichkeiten mit numerischer Berechnungﬁ ist
in Abb. [5.2] dargestellt.

Unterschiede zur numerischen Berechnung der Streuwahrscheinlichkeiten

Den wesentlichen Unterschied zur numerischen Berechnung stellen die Winkeldn-
derungen infolge von Streuprozessen dar. Diese Winkeldnderungen werden lediglich
beim Teilchentracking beriicksichtigt. Zur Veranschaulichung der Auswirkung von
Winkeldnderungen sei eine WGTS mit konstantem Dichteprofil angenommen, wel-
che longitudinal in viele Slices gleicher Grofie unterteilt ist (vgl. Abb. . Mit
dem Startwinkel eines Elektrons und der Sdulendichte im ersten Slice kann dem
Elektron fiir diesen Slice eine Streuwahrscheinlichkeit zugeordnet werden. Solange
das Elektron nicht gestreut wird, bleibt diese Wahrscheinlichkeit fiir alle folgenden
Slices gleich. Sobald jedoch eine Streuung stattfindet, veréndert sich aufgrund der
Winkeldnderung auch die Streuwahrscheinlichkeit fiir die folgenden Slices. Winkeléan-
derungen gehen sowohl mit elastischen als auch inelastischen Streuprozessen einher.
Da die Elektronen bei sehr kleinem Winkel starten, vergroflert sich in den meisten

4Numerisch werden die Streuwahrscheinlichkeiten nach Gl. (6.4) berechnet.
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Féllen ihr Winkel nach der ersten Streuung, sodass beispielsweise die Wahrschein-
lichkeit, iiberhaupt nicht inelastisch zu streuen, beim Teilchentracking um etwa 1
Promille kleiner ist als bei der numerischen Berechnung.

Ein weiterer Unterschied des Teilchentrackings im Hinblick auf die Streuwahrschein-
lichkeiten ergibt sich beispielsweise aus der Energieabhéngigkeit der Wirkungsquer-
schnitte in Kombination mit Energieverlusten durch Streuung und Sychrotronab-
strahlung.

Im folgenden Kapitel werden die Streuwahrscheinlichkeiten numerisch berechnet,
da die relativen Unterschiede der ersten vier Streuwahrscheinlichkeiten gegeniiber
denjenigen aus dem Teilchentracking im Promillebereich liegen.

Die Ergebnisse aus dem Teilchentracking sind im Anhang zu finden.
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6. Extraktion der
Energieverlustfunktion

Im vorliegenden Kapitel wird eine Methode zur experimentellen Bestimmung der
Energieverlustfunktion aus Abschnitt vorgestellt. Diese Methode wird im Folgen-
den FExtraktion genannt, um eine Verwechslung mit der alternativen Methode Ent-
faltung der Energieverlustfunktio wie sie in [6, 7] beschrieben wird, auszuschlie-
Ben. Die Extraktionsmethode erfordert die Messung der Antwortfunktion fiir die
Elektronenkanone, welche wie im vorangegangenen Kapitel mittels Teilchentracking
simuliert werden kann. Im Gegensatz zur Methode aus [6, 7] wird bei der Extraktion
lediglich die Messung der Antwortfunktion bei einer festen effektiven Sdulendichte
benotigt.

Da die Elektronenkanone fiir bestimmte Einstellungen ihrer Parameter eine cha-
rakteristische Winkel- und Energieauflosung aufweist, welche nicht mit der isotro-
pen Emission und dem Energiespektrum der Elektronen durch Tritiumzerfille ver-
gleichbar ist, hat auch die Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone eine fiir je-
ne Einstellungen charakteristische Form. Diesem Umstand widmet sich Abschnitt
[6.1] in welchem zunéchst die Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone aufbau-
end auf Kap. hergeleitet wird. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden
mogliche mathematische Néherungen der Antwortfunktion und deren Auswirkun-
gen auf die Neutrinomassenbestimmung diskutiert. Zuletzt wird im Unterabschnitt
begriindet, wie und warum die Wahrscheinlichkeit Pi"®' eines Elektrons, nicht
inelastisch gestreut zu werden, bei einer Messung mit der Elektronenkanone be-
stimmt werden muss. In Abschnitt wird unter Verwendung der beschriebenen
Néherungen die Extraktionsmethode vorgestellt, welche zunéchst nur die inelasti-
sche Energieverlustfunktion liefert. In Abschnitt wird begriindet, weshalb zur
Messung der Antwortfunktion mit pd ~ 3 - 10> m~2 eine kleinere Siulendichte als
fiir die KATRIN-Hauptmessungen sinnvoll ist. Eine Vergréflerung der Messdauer
fiir jeweils eine eingestellte Gegenspannung U liefert lediglich in beschranktem Ma-

Hier werden mehrere Messungen der Antwortfunktion benétigt, aus welchen {iber ein lineares
Gleichungssystem und eine mathematische Entfaltung die Energieverlustfunktion bestimmt wird.
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e eine Verbesserung der resultierenden statistischen Unsicherheiten, was im zwei-
ten Teil dieses Abschnitts untersucht wird. Anschliefend befasst sich Abschnitt
mit einer optionalen nachtriglichen Beriicksichtigung elastischer Streuung, welche
bei der Extraktion selbst vernachldssigt wurde. Das Kapitel schliefit mit Abschnitt
[6.5] in welchem die Ergebnisse im Hinblick auf die Bestimmung der Neutrinomasse
vorgestellt und diskutiert werden. Zusétzlich werden in diesem Abschnitt Optimie-
rungsvorschldge vorgestellt und die wesentlichen Unterschiede der Extraktion zur
Entfaltung der Energieverlustfunktion herausgearbeitet.

6.1 Voriiberlegungen

Zur Extraktion der Energieverlustfunktion wird eine Messung mit der Elektronen-
kanone des Kalibrations- und Monitoring-Systems?] erforderlich sein. Da sich die
Berechnung der Antwortfunktion nach GI. auf eine isotrope Elektronenemis-
sion bezieht, ist im Rahmen von Simulationen der Elektronenkanone eine Anpassung
der Antwortfunktion erforderlich. Zu empfehlen ist eine Winkeleinstellung der Elek-
tronenkanone von 0°, sodass eine moglichst schmale Verteilung des Startwinkels ©g
erreicht werden kann. Wie bereits in Kap. [5| wird auch bei den folgenden Berech-
nungen von einer um 0° normalverteilten Elektronenemission mit einer Standardab-
weichung von sg = 1° ausgegangenﬂ Die Verteilung der Startenergie Ejy wird geméf
Kap. [5| ebenfalls als gauBiférmig angenommen mit zwei exemplarischen Werten der
Standardabweichung von sg = 0,1eV bzw. sg = 0,2€eV .

In Abschnitt wird zunéachst die Antwortfunktion der Elektronenkanone fiir eine
fixe kinetische Startenergie hergeleitet und anschlieBend durch Vernachléssigung der
Winkelverteilung gendhert. Abschnitt widmet sich der Auswirkungen durch
die Verteilung der Startenergie um FEj trotz fester Einstellung der Elektronenkanone
und schlieBt mit dem Ergebnis, dass diese Energieverteilung zwar eine Auswirkung
auf die in Abschnitt extrahierte Energieverlustfunktion hat, jedoch mit akzep-
tablen Folgen fiir die Bestimmung der Neutrinomasse. Fiir die Extraktion ist die
Bestimmung des Produkts oy - pd erforderlich, womit die inelastischen Streuwahr-
scheinlichkeiten P! errechnet werden kénnen. Diese Bestimmung kann mit der in

Abschnitt vorgestellten Methode erfolgen.

6.1.1 Vernachlissigung der Winkelverteilung

Im Folgenden wird die Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone mit den oben
genannten Parametern bestimmt. Dabei bleibt zunéchst die Energieverteilung der
Elektronen unberiicksichtigt, sodass die auf Fj eingestellte Elektronenkanone aus-
nahmslos Elektronen mit fester Startenergie Ejy liefert. Eine zusétzliche Beriicksich-
tigung der Energieverteilung findet im anschliefenden Abschnitt statt.

*Zur Position des Kalibrations- und Monitoring-Syst. im KATRIN-Experiment siehe Abb.
3Bei einer von 0° abweichenden Einstellung miisste die Berechnung der Antwortfunktion in
Abschnitt entsprechend angepasst werden.
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Winkelverteilung der Elektronen

Der Winkel © beziiglich des Magnetfeldes ist als Polarwinkel stets positiv, weshalb
sich als Verteilung w(©) eine halbseitig gaulformige Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion

2 0? :
w(O) = e b vey mit © >0 (6.1)
) 6

ergibt. Diese Verteilung ist gemafl Gl. (4.4) auf eins norrnier und enthilt daher
einen zuséatzlichen Faktor 2 im Normierungskoeffizienten der klassischen Normalver-
teilung. Die Standardabweichung sei s = 55 = 1°.
Antwortfunktion der Elektronenkanone

Zur allgemeinen Vorgehensweise bei der Herleitung von Transmissions- und Ant-
wortfunktionen sei auf Kap. [4] verwiesen. Im aktuellen Abschnitt werden lediglich

die erforderlichen Anderungen gegeniiber den Gleichungen (4.19), (4.20) und (4.21)

beschrieben und diskutiert.

Bei einer auf die Elektronenkanone ausgelegten Antwortfunktion fliet die Winkel-
verteilung der Elektronen an zwei Stellen in die Berechnungsformel mit ein:

1. Eine eingestellte Uberschussenergie (Ep — qU) liefert einen bestimmten Grenz-
winkel " < ©F* | bis zu welchem eine Transmission des jeweiligen Elek-
trons sicher stattfindef’, Wie wahrscheinlich es jedoch fiir das Elektron ist,
einen entsprechenden Startwinkel zu besitzen, hingt von der zugehorigen Win-
kelverteilung ab. Die modifizierten Transmissionsfunktionen 77 beziehen sich
auf eine isotrope Elektronenemission und miissen deshalb angepasst werden.

2. Da die Streuwahrscheinlichkeiten P, von ©g abhéingerﬁ, muss auch hier ei-
ne Mittelung der P; stattfinden, sodass alle moglichen Startwinkel geméf3 der
Winkelverteilung beriicksichtigt werden. Die bisherigen mittleren Streuwahr-
scheinlichkeiten P; beriicksichtigen eine isotrope Winkelverteilung und kénnen
in dieser Form nicht verwendet werden.

Die Antwortfunktion R der Elektronenkanone berechnet sich unter Beriicksich-
tigung der gauBformigen Winkelverteilung analog zu R* aus Gl. (4.20):

Eo—qU

Nstreu
Regun(Eo, qU) = /d6 Z T;egun<E0 — ¢, qU) _Eegunfi(e) (6.2)
e=0 =0

4Strenggenommen ist w(©) hier nicht in Bezug auf © < O** | sondern beziiglich aller positiven
Winkel auf eins normiert. Jedoch sind die minimalen Beitrage von Winkeln gréfier als ©§'** ~ 51°
in Verbindung mit einer Standardabweichung von sg = 1° in Computersimulationen mit iiblichen
FlieSkomma-Datentypen unmdglich zu beriicksichtigen.

Zu ©F"™ siehe Gl. (4.7).

6Zur Winkelabhiingigkeit der Streuwahrscheinlichkeiten siehe Abb.
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mit den modifizierten Transmissionsfunktionen der Elektronenkanone:

(0 (Ey—qU) <0
@grenz(E07qU) eXp( 2 )
52
TE (B, qU) = / S 10 0

< (Ey—qU) < AE

(6.3)

und den mittleren Streuwahrscheinlichkeiten der Elektronenkanone:

@max

P = ”39 - / exp ) - P(2°%",0)dO . (6.4)

Die z-Koordinate der Elektronenkanone z°¢"" ist fix und ebenso ihre radiale Posi-
tion] Aus diesem Grund ist gegeniiber der bisherigen Simulationen keine Mitte-
lung mehrerer Antwortfunktionen fiir unterschiedliche Startpositionen der Elektro-
nen notwendig.

Einfluss der Winkelverteilung

Die Winkelverteilung hat aufgrund ihres Maximums bei 0° im Vergleich zu einer
Deltadistribution () lediglich einen minimalen Einfluss auf die Antwortfunktion
R#"™ . Dies kann darauf zuriickgefithrt werden, dass ©8"" bei kleinen Uberschusse-
nergien rasant ansteigt und fiir (Ey—qU) = 50 meV bereits einen Wert von iiber 10°
aufweist (siche dazu Abb.[6.1). Da bei einer Standardabweichung von sg = 1° alle
weiteren Elektronen mit einem Startwinkel von iiber 10° in sehr guter Ndherung ver-
nachléssigt werden kénnen, ergeben die Transmissionsfunktionen 7™ bereits bei
minimalen Uberschussenergien eine Transmissionswahrscheinlichkeit von praktisch

100 % .

Zum Vergleich der Antwortfunktion R®®"™ mit einer Antwortfunktion R, welche
die Winkelverteilung der Elektronen Vernachléissigtﬂ ist in Abb. der Betrag des
relativen Unterschieds beider Antwortfunktionen iiber der Uberschussenergie aufge-
tragen. Auch bei einer Uberschussenergie von (Ey — qU) = 10 meV liegt die relative
Abweichung bereits bei unter 0,3 Promille und nimmt fiir gréfere Uberschussener-
gien weiter ab. Der Einfluss der Winkelverteilung auf 7Tg%™ ist in dieser Darstellung
fir (Ey — qU) > 10meV nicht mehr zu erkennen. Die verbleibende Abweichung
ist auf die Mittelung der Streuwahrscheinlichkeiten bei der Berechnung von R
zuriickzufithren. Bei einem Wirkungsquerschnitt von o ~ 3,7 - 1072?2m? ergibt sich
folgende relative Abweichung von P, zu Py

——egun -

o —h —2,82-107%. (6.5)

Fy

"Durch Dipolspulen der WGTS kann zwar der Elektronenstrahl auf bestimmte Magnetfeldlinien
gelenkt werden (siehe [53]), jedoch ist dies im Rahmen der Extraktion der Energieverlustfunktion
nicht erforderlich.

8Dies bedeutet w(©) = §(O).
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Abbildung 6.1: Der Anstieg des Grenzwinkels Of “"* bei geringen Uber-
schussenergien (Eg — qU). Bereits bei Uberschussenergien von einigen meV steigt
der Grenzwinkel um die mehrfache Standardabweichung an. Dadurch besitzen die
Transmissionsfunktionen 7;*" einen sehr steilen Anstieg. Verwendet wurden KA-
TRIN-Standardparameter.
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Abbildung 6.2: Der Betrag des relativen Unterschieds von R°8"" gegeniiber
R fiir Uberschussenergien bis 50 eV . Bereits bei 10 meV verkleinert sich dieser
Unterschied auf weniger als 0,3 Promille. Das Plateau zwischen 10 meV und 25 meV
lésst sich darauf zuriickfithren, dass bei dieser Simulation der kleinstmégliche Energie-
verlust 25 meV betriigt. Bei kleineren Uberschussenergien triigt lediglich 758" - By ™"
zur Antwortfunktion bei. Fiir diese Simulation wurden KATRIN-Standardparameter
und Ngtreu = 5 verwendet. Achtung: Bei der Extraktion der Energieverlustfunktion in
Abschnitt Wird von einer kleineren Siulendichte als pd = 5-10%! m~2 ausgegangen,
wodurch sich der hier dargestellte Verlauf geringfiigig veréndert.

Dies entspricht etwa der relativen Abweichung der Antwortfunktionen bei 10 meV, da
in der Simulation 25 meV die geringsten Energieverluste darstellen’|und bei kleineren
Uberschussenergien entsprechend nur Tg&™ - P, ™" zur Antwortfunktion beitréigt.

Nidherung der Antwortfunktion

Aufgrund des raschen Anstiegs der Transmissionsfunktionen 7™ werden diese im
Folgenden durch Heaviside-Funktionen H(Ey — qU) mit einem Einheitssprung bei
einer Uberschussenergie von (0eV ersetzt:

1 (Ey—qU)>0 (6.6)

T75"(Eo, qU) = H(Ey — qU) = {
Die Antwortfunktion R®"™™ aus Gl. (6.2) vereinfacht sich dadurch zusammen mit

der Niherung P, " &~ P; zu einer Antwortfunktion R°, welche von Elektronen mit
einem Startwinkel von exakt 0° ausgeht:

9Dieser minimale Energieverlust kommt durch die Einteilung der Energieverlustfunktion in ein-
zelne 50 meV breite Intervallte zustande.
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Regun(E07 qU) R RO(E07 qU)

FEo—
0 qU Nstreu

= /de ZH(EO—C]U—E)'H'JCZ‘(E)

- Y / file) de. (6.7)

e=0

Diese idealisierte Antwortfunktion mit einer bis zur Uberschussenergie integrierten
Energieverlustfunktion f;(e) bildet die Grundlage zur in Abschnitt vorgestellten
Extraktionsmethode. Wiirden beispielsweise die Elektronen der Elektronenkanone
isotrop emittiert werden, dann ldgen die modifizierten Transmissionsfunktionen 77
aus Abb. mit einer gewissen Breite AE vor, sodass die Faltung mit den 77* nicht
auf eine einfache Integration wie in Gl. reduziert werden konnte. Dies hétte
wiederum zur Folge, dass zum Bestimmen der Energieverlustfunktion anstelle der
Differentiation eine mathematische Entfaltung mit einhergehenden Fluktuationen
unumgénglich wére.

6.1.2 Vernachlissigung der Energieverteilung

Da die Elektronenkanone keine monochromatische Elektronenemission (sieche Ab-
schnitt bereitstellen kann, liefern die Antwortfunktionen R®8"(Ey,qU) und
RY(Ey, qU) aus den Gleichungen bzw. lediglich die Antwortfunktion der
Elektronen mit entsprechender Startenergie Ej. Bei der eigentlich zu erwartenden
Antwortfunktion tragen jedoch alle moglichen Startenergien bei. Um diesen Um-
stand zu beriicksichtigen, miissen R°®"(e,qU) bzw. R%(e,qU) mit der Verteilung
Segnt(e) der Abweichungen einzelner Startenergien zur eingestellten Startenergie
iiber € gefaltet werden. Infolgedessen bezeichnet FEj fortan die eingestellte Start-
energie und nicht mehr die individuelle Startenergie eines bestimmten Elektrons.
Unter Verwendung von R° ergibt sich

Eoqu
(R°(+, qU) ® S5 ()) (Eo, qU) & / RO(Ey — &, qU) - 8% (¢) d¢
]V_streu EO_qU EO_qU

Z:Pi /dg /defi(e—O-Seg““(f)

Nstrcu EO_qU
= > r [ (esmed. 63
i=0 .

Hierbei wurden im letzten Schritt die Integrale vertauscht, sodass S°"(e) mit der
Streufunktion f;(e) gefaltet wird. In Abschnitt [6.2| erhélt man durch Differentiation
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Abbildung 6.3: Faltung der Energieverlustfunktion mit der Verteilung
Segun(¢) der Startenergieabweichungen zur eingestellten Startenergie Eg . In
Abb. (a) wurde eine Standardabweichung von 0,1e¢V und in Abb. (b) eine Standard-
abweichung von 0,2 eV verwendet. In beiden Féllen ist bei Gebrauch dieser gefalteten
Energieverlustfunktionen der Einfluss auf die Neutrinomassenbestimmung fiir Analy-
seintervalle bis 40 eV gering. Es sind mathematisch auch negative Energieverluste, d. h.
Energiegewinne, moglich. Dies ist darauf zuriickzufithren, dass bei einer an der Elek-
tronenkanone eingestellten Energie Fy auch Elektronen mit grofleren Startenergien
emittiert werden, wobei diese Energien auch nach kleinen elastischen Energieverlus-
ten weiterhin Fjy {ibersteigen konnen. Mathematisch stellt dieser Fall demnach einen
Energiegewinn trotz Streuung dar.

somit nicht die Energieverlustfunktion f;(e) = f(¢), sondern das Faltungsergebni
(f @ SE)(e) .

Wie oben erwahnt, wird eine gauBiférmige Energieverteilung mit den Standardab-
weichungen sg = 0,1eV bzw. sg = 0,2e¢V angenommen. Das Faltungsergebnis ist
fiir diese Standardabweichungen in Abb. zu sehen und kann mit der ungefalteten
Energieverlustfunktion aus Abb. verglichen werden.

Da die Energieverlustfunktion in die Antwortfunktionen des KATRIN-Experiments
aus Gl. (4.20) mit einflieBt, bewirken Analysen mit einer verédnderten Energiever-
lustfunktion eine systematische Unsicherheit Am?2 auf das Neutrinomassenquadrat.

Zur Untersuchung solcher Auswirkungen durch Verwendung einer gefalteten Ener-
gieverlustfunktion werden, wie in Abschnitt beschrieben, mindestens 1000 KA-
TRIN-Messungen mit der Energieverlustfunktion aus Abb. simuliert. Anschlie-
Bend werden diese simulierten Messungen auf Grundlage einer gefalteten Energie-
verlustfunktion analysiert. Dabei wird jedoch lediglich eine Faltung des inelastischen
Teils der Energieverlustfunktion vorgenommen, da in Abschnitt auch nur dieser
Teil extrahiert wird.

Samtliche Ergebnisse inklusive verwendeter Parameter sind tabellarisch im Anhang
zu finden. In Abb. [6.4|sind die Werte Am? inklusive ihrer statistischen Unsi-
cherheiten fiir unterschiedlich grofie Standardabweichungen von 0,1eV, 0,2eV und

0Djiese Aussage gilt nur fiir den inelastischen Anteil der Energieverlustfunktion im ersten Ex-
traktionsintervall aus Abschnitt [6.2| und fiir die weiteren Intervalle ndherungsweise, vgl.
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0,3 eV sowie fiir unterschiedliche Analyseintervalle von 20eV, 30eV und 40eV dar-
gestellt. Ein Analyseintervall von 10eV wird nicht untersucht, da zu diesem Teil
des integrierten S-Spektrums ebenfalls nur Energieverluste von maximal 10eV bei-
tragen. Die kleinsten Energieverluste durch inelastische Streuung beginnen jedoch
auch im Fall der gefalteten Energieverlustfunktionen in entscheidendem Mafle erst

bei tiber 10eV, vgl. Abb.

Fiir die Werte von sg = 0,1eV und sg = 0,2eV ergeben sich nach Abb. bei
allen untersuchten Analyseintervallen im Rahmen der einfachen statistischen Stan-
dardabweichungen systematische Unsicherheiten mit [Am?2| < 1,25-1073 (eV)?. Fiir
sg = 0,3eV ergiben sich bei den Analyseintervallen von 20eV und 30eV deutlich
grofere systematische Unsicherheiten mit bis zu Am?2 = 42,6 - 1072 (eV)? innerhalb
der einfachen statistischen Standardabweichung.

Wiéhrend die Analyseintervalle von 20 eV und 30 eV bei dieser Untersuchung im Hin-
blick auf die systematischen Unsicherheiten sehr dhnliche Ergebnisse liefern, ist dies
fiir das 40 eV-Intervall nicht der Fall. Hier ist auch fiir sg = 0,3 eV kein Anstieg von
|Am?| festzustellen, und es ergeben sich gegeniiber den anderen Analyseintervallen
systematische Unsicherheiten mit negativem Vorzeichen. Eine Verdopplung der An-
zahl der simulierten Messungen auf 2000 festigt dieses Ergebnis beim 40 eV-Intervall.
Es sei deshalb darauf hingewiesen, dass aufgrund unterschiedlicher Messzeitvertei-
lungen der einzelnen Analyseintervallen und aufgrund der Verwendung von vier un-
abhingigen Fitparametern kein trivialer Zusammenhang zwischen der verwendeten
Energieverlustfunktion und dem Neutrinomassenquadrat besteht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass bei allen betrachteten Analyseinterval-
len in Kombination mit sg = 0,1eV und sg = 0,2eV die resultierenden systema-
tischen Unsicherheiten auf m? deutlich unter der systematischen Unsicherheit von
+6-1072 (eV)? liegen, welche in [5] als Obergrenze fiir die Bestimmung der Antwort-
funktion angegeben ist.

Um bei sehr genau bekannter Verteilung S°"" mittels mathematischer Entfaltung
zu einem verbesserten Ergebnis fiir die Energieverlustfunktion zu gelangen, miisste
f ® Se" ebenfalls sehr genau bekannt sein. In Abschnitt wird jedoch deutlich,
dass gewisse Fluktuationen bei der Messung der Antwortfunktion und somit auch
bei der Extraktion in Abschnitt unumgénglich sein werden. Eine Verkleinerung
der systematischen Unsicherheit auf Am? ist daher fraglich, kann jedoch untersucht
werden.

In Abschnitt wird zur Extraktion der Energieverlustfunktion die Faltung mit
S vernachlissigt, wodurch ndherungsweise f ®@ S"" als Extraktionsergebnis re-
sultiert. Da die Antwortfunktion aus Abschnitt[5.2Junter Beriicksichtigung von S°&"™"
per Teilchentracking simuliert wurde, ist die Auswirkung der Vernachlassigung von
Seeun in der systematischen Gesamtunsicherheit] auf m2 , welche durch die Extrak-
tion der Energieverlustfunktion zustande kommt, beriicksichtigt.

6.1.3 Bestimmung der Streuwahrscheinlichkeiten

Um aus einer simulierten bzw. gemessenen Antwortfunktion R®" die Energiever-
lustfunktion per Entfaltung oder Extraktion zu bestimmen, ist grundsatzlich die

1Gjehe dazu Abschnitt
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Abbildung 6.4: Systematische Unsicherheiten auf m2 bei Verwendung ge-
falteter Energieverlustfunktionen zur Analyse des integrierten B-Spek-
trums. Simuliert wurden fiir jede Kombination aus dargestellten Analyseintervall-
groflen und Standardabweichungen sg jeweils mindestens 1000 KATRIN-Messungen.
Gefaltet wurde nur der inelastische Teil der Energieverlustfunktion mit einer Gau3kur-
ve mit der Standardabweichung sg . Bei den Analyseintervallen von 20eV und 30eV
vergroflern sich die resultierenden systematischen Unsicherheiten, wenn mit breiteren
GauBkurven gefaltet wurde. Im 40 eV-Intervall scheint jedoch Am?2 weitgehend un-
abhéngig von sg zu sein. Fiir sg = 0,1eV und sg = 0,2eV sind die systematischen
Unsicherheiten auf m2 deutlich kleiner als £6 - 1073 (eV)?2, was in [5] als Obergrenze
fiir Unsicherheiten im Zusammenhang mit der Antwortfunktion angegeben ist.
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Kenntnis der Streuwahrscheinlichkeiten P; erforderlich, mit denen die unterschied-
lichen Summanden aus Gl. (6.7) gewichtet werden. Gemé8 Gl. (4.17) héngen alle
Streuwahrscheinlichkeiten ausschliefllich von dem Parameter

A =0 pdeg (6.9)

ab. Die Saulendichte pd.g , welche im Fall der Elektronenkanone bei einer Einstellung
von Oy = 0° ndherungsweise pd entspricht, wird zwar innerhalb von zwei Stunden
auf etwa ein Promille stabil sein, jedoch ist ihre Gréfle weniger genau bekannt [17].
Nach einer Messung der Antwortfunktion kénnte pd bei bekanntem komplettem
Wirkungsquerschnitt ¢ und bekannter Energieverlustfunktion f(e) per Fit der si-
mulierten Antwortfunktion bestimmt werden. Da jedoch ¢ nach [56] nur auf etwa
2% genau bekannt und die Energieverlustfunktion experimentell noch genauer als
in [56] zu bestimmen ist, gelingt dies nicht in zufriedenstellender Weise. Allerdings
geniigt zur Bestimmung der Energieverlustfunktion die Kenntnis des Produkts A .
Im Folgenden wird durch getrennte Betrachtung von elastischen und inelastischen
Streuprozessen deutlich, dass zwar nicht A, jedoch Ay, der inelastischen Streuung
direkt bestimmt werden kann.

Getrennte Betrachtung von elastischer und inelastischer Streuung

Der komplette Wirkungsquerschnitt o ist eine Summe des elastischen und des in-
elastischen Wirkungsquerschnitts:

0 = O¢l + Oinel - (6.10)

Ebenso kann die Energieverlustfunktion f(e) als gewichtete Summe der jeweils auf
eins normierten elastischen Energieverlustfunktion f(e) und inelastischen
Energieverlustfunktion fi,e (€) angesehen werden:

Oel

£(6) = 22 fa©) + 22 fnae). (6.11)

Wenn nun die Antwortfunktion der Elektronenkanone (sieche Gl (6.7))) bei einer
Uberschussenergie von (Ey — qU) = 10eV ausgewertet wird, dann gehen lediglich
alle Werte f(e < 10eV) in die Berechnung mit ein. Aus Abschnitt geht hervor,
dass inelastische Streuprozesse mit Energieverlusten von iiber 10eV einhergehe.

Somit vereinfacht sich Gl. (6.11) zu

Oel

fle<10eV) = — fal(e) . (6.12)
o
Dabher gilt fiir die (mehrfach-)Streufunktionen

Oel

7
file <10eV) = (Z2) (fu); (0), (6.13)
12Nach [26] betriigt der kleinste Energieverlust durch inelastische Streuung mit molekularem
Wasserstoff 11,18eV. Bei (Fy — qU) = 10eV sind demnach keine inelastische Energieverluste zu
beriicksichtigen.

g
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wobei die elastischen Streufunktionen (fe);(€) analog zu den Streufunktionen
fi(e) aus GL definiert sind. Bei separater Betrachtung der elastischen Streu-
ung miissen zudem die elastischen Streuwahrscheinlichkeiten Pfl mit 0 = og
und bei ausschliellicher Betrachtung der inelastischen Streuung entsprechend die
inelastischen Streuwahrscheinlichkeiten Pi"®! mit o = 0y, beriicksichtigt wer-
den.

Die Auswertung der Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone aus Gl. (6.7) bei
qU = Ey — 10eV ergibt damit

Nstreu 1Dev
O¢
R(EnE-106V) = > B [ (%) (fa0
=0 e=0 7
Natreu ( d ) 10eV
(4.17) O¢ e
(E8L) exp (—o - pdeff)% / (fa);(€) de
=0 ) e=0
Nstreu loev
610 1ne €
6o p 12131/ (fu)i(e) d
=0
~ P (6.14)

Die letzte Nitherung folgt erstens aus der schnell abfallenden Wahrscheinlichkeit P¢!
fiir elastische Mehrfachstreuung und zweitens aus der Form der elastischen Streu-
funktionen (f.);(e) fiir kleine i :

1. Beriicksichtigt man, wie bei allen Simulationen dieser Arbeit, die Streuwahr-
scheinlichkeiten bis inklusive der Fiinffachstreuung, so ist, ausgehend von ei-
ner Siulendichte pd = 5 - 10>! m~2 und dem Wirkungsquerschnitt oo ~ 0,3 -
107** m? der elastischen Streuung (siche Abschnitt , die Summe aller un-
beriicksichtigten Streuwahrscheinlichkeiten

+oo 5
Zpiel —1— Zp;ﬂ <12-1078. (6.15)
=6 =0

2. Aus dem unter 1. genannten Grund héangt der Wert des Ausdrucks

Natron 10eV
Z Pel/ (fa),(e) d (6.16)
e=0

aus Gl. (6.14)) fast ausschlieBlich von den elastischen Streufunktionen (fq),(€)
mit ¢ < 5 ab, wobei die Integrale

10eV

/ (fa);(e) de mit i <5 (6.17)

e=0
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Abbildung 6.5: Die elastischen Streufunktionen (fe)1(€) und (fo1)s(€) fiir
Uberschussenergien bis 10 eV logarithmisch aufgetragen. Auch bei Fiinffach-
streuung sind grofle Energieverluste von 10eV oder mehr extrem unwahrscheinlich.

die Wahrscheinlichkeit angeben, dass eine i-fache elastische Streuung einen
Energieverlust von hochstens 10eV zur Folge hat. In Abb. ist der steile
Abfall von (fu)1(e) und (fu)s(e) fiir Uberschussenergien bis 10eV logarith-
misch dargestellt. Auch im Fall der Fiinffachstreufunktion, welche fast nicht
mehr in die Rechnung mit eingeht, sind Energieverluste von iiber 10eV nur
zu knapp zwei Promille wahrscheinlich. Deshalb ergeben die Integrale aus Gl.

(6.17) und damit der Ausdruck aus Gl. (6.16) nahezu eins.

Zur Beriicksichtigung der Winkelverteilung hinsichtlich resultierender Mittelungen
der Streuwahrscheinlichkeiten miisste in Gl die gesamte Antwortfunktion
mit der normierten Winkelverteilung multipliziert und iiber © integriert werden.
Dadurch ergébe sich wegen Gl. als Ndherung die mittlere Wahrscheinlichkeit
Py (inelastisch) statt P,

In Abb. ist das Plateau von R®&" fiir Uberschussenergien bis 11V dargestellt.
Die Antwortfunktion R®"" beriicksichtigt sowohl die Winkelverteilung der Elektro-
nenkanone als auch die Energieverluste elastischer Streuung. Um den Einfluss der
elastischen Streuung sichtbar zu machen, wurde fiir die Ordinate lediglich ein Inter-
vall von 0,3 Promille gew#hlt. Zusitzlich sind die oben erwihnten Ndherungen Pire!
und Py *" (inelastisch) aufgetragen. Diese Niherungen fiir R™ bei 10eV Uber-
schussenergie vernachlassigen beide den Einfluss elastischer Streuung. Die Ndherung
Pirel vernachlissigt zusiitzlich die Winkelverteilung der Elektronenkanone.

In Abb. ist deutlich zu erkennen, dass die Auswirkung der Winkelverteilung bei
einer Uberschussenergie von 10eV sehr viel schwerer wiegt als die Auswirkung von
elastischen Streuprozessen. Relativ gesehen ist der Wert von Py - (inelastisch) um
etwa 0,26 Promille kleiner als Pi*. Dies liegt in der gleichen GréSenordnung wie
der relative Unterschied von R®"™ zu R’ aus Abb. Die relative Abweichung
von By *" (inelastisch) gegeniiber R®"™ ist bei einer Uberschussenergie von 10eV
kleiner als 0,1 Promille.
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Abbildung 6.6: Das Plateau der Antwortfunktion R®8"" fiir Uberschusse-
nergien bis 11eV. Die Wahrscheinlichkeiten Pi**! und P, (inelastisch) liegen
bei Uberschussenergien um 10eV sehr dicht an R°®". Man beachte dazu die Grofe
des Intervalls auf der Ordinate. Die Antwortfunktion R®"" beriicksichtigt sowohl die
Energieverluste durch elastische Streuung als auch die Winkelverteilung der Elektro-
nenkanone. Die mittlere Wahrscheinlichkeit Py “®™" (inelastisch) vernachlissigt elasti-
sche Streuprozesse, beriicksichtigt jedoch die Winkelverteilung. Die Wahrscheinlichkeit
Pénel beriicksichtigt weder Winkelverteilung noch Energieverluste elastischer Streuung.
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In Abschnitt wird deutlich, dass wegen der Instabilitit der Sdulendichte die
Fluktuationen von R®%"™(FEy, Fg — 10eV) bei einer kiinftigen Messung im Bereich
von etwa einem Promille liegen. Selbst eine grofie Anzahl detektierter Elektronen mit
einer kleinen resultierenden statistischen Unsicherheit konnen daran nichts &ndern.
Somit sind Pi*! und insbesondere Py ™" (inelastisch) gute Niherungen fiir den Wert
von R®e"™ bei 10 eV Uberschussenergie.

Sofern beriicksichtigt werden soll, dass B, (inelastisch) eine bessere Ndherung
fiir R°®"(Ey, By — 10eV) darstellt als Pi*!, kann unter Kenntnis der Winkelver-
teilung der Elektronenkanone und der Séulendichte im Rahmen der jeweiligen Un-
sicherheiten ein Korrekturfaktor errechnet werden, mit dem der abgelesene Wert
Re#"(Ey, Ey — 10eV) multipliziert wird, um zu Pi*! zu gelange.

Fazit

Es wurde gezeigt, dass das Plateau der Antwortfunktion R vor allem bei Uber-
schussenergien um 10 eV weitgehend unabhéngig von elastischer Streuung ist, sodass
mithilfe der Elektronenkanone auch ohne Kenntnis der Saulendichte, des Wirkungs-
querschnitts und der genauen Energieverlustfunktion der Parameter Pi*! und damit

)\inel ‘= Oinel ° pdeff =—1In (P(i]nel) (618)

bestimmt werden kann. Mit A, wiederum konnen alle Streuwahrscheinlichkeiten
Pinel herechnet werden.

Auch wihrend der Hauptmessungen des KATRIN-Experiments zur Bestimmung der
Neutrinomasse sind in [5] Zwischenmessungen mit der Elektronenkanone eingeplant,
um die aktuelle Sdulendichte zu bestimmen. Aufgrund der ungenauen Kenntnis des
inelastischen Wirkungsquerschnitts wird es jedoch nur moglich sein, das Produkt
Ainel Per Messung zu bestimmen. Prinzipiell ist die exakte Sdulendichte irrelevant zur
Analyse des integrierten [-Spektrums, da ein Fitparameter bzw. Amplitudenpara-
meter fiir die Signalstérke verwendet wird (sieche Abschnitt . Bei der Berechnung
der Antwortfunktion fiir KATRIN fliefit lediglich A mit ein.

In Abschnitt wird nach der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion
unter Annahme eines gewissen prozentualen Anteils des elastischen Wirkungsquer-
schnitts am gesamten Wirkungsquerschnitt von Aj,e; auf A geschlossen. Sofern die
Rate der Elektronenkanone bekannt und stabil sein wird, reicht fiir die Zwischen-
messungen ebenfalls die Messung bei einer Uberschussenergie von 10eV aus. Aus
Abschnitt geht hervor, dass dazu Messdauern von jeweils < 3 Minuten ausrei-
chend wéren.

Im néchsten Abschnitt wird die Kenntnis von Aj, vorausgesetzt.

13In dieser Arbeit wurde von einem solchen Korrekturfaktor abgesehen, da Fluktuationen der
Séaulendichte eine erheblich groBlere Ungenauigkeit zur Folge haben als dieser Korrekturfaktor aus-
zugleichen vermag. Angesichts des geringen Aufwands ist jedoch eine solche Korrektur bei kiinftigen
Messungen zu empfehlen, da ansonsten auf lange Sicht gesehen etwa um 0,3 Promille verminderte
Werte von Pg®"™ bestimmt wiirden.



74 6. Extraktion der Energieverlustfunktion

6.2 Sukzessive Extraktion

In diesem Abschnitt wird die Extraktionsmethode zur Bestimmung der inelasti-
schen Energieverlustfunktion fine1(€) = (fine1)1(€) vorgestellt. Zur Herleitung dieser
Extraktionsmethode werden die in beschriebenen Naherungen benétigt.

Inelastische Antwortfunktion

Da, wie im letzten Abschnitt erwahnt, lediglich A, durch eine Messung von R"™
bei (Ey — qU) = 10eV bestimmt werden kann, werden zunéchst die Auswirkungen
einer kompletten Vernachldssigung der elastischen Streuung untersucht. Da Winke-
landerungen in der analytischen Rechnung ohnehin bereits vernachléssigt werden,
beschrinken sich die erforderlichen rechnerischen Anderungen auf

1. die Verwendung des inelastischen Wirkungsquerschnitts oy, anstelle des kom-
pletten Wirkungsquerschnitts o und

2. die Verwendung der inelastischen Streufunktionen (fine):(€) anstelle der kom-
pletten Streufunktionen f;(e).

Werden diese Anderungen in Gl. eingefiigt, so ergibt dies die inelastische Ant-
wortfunktion RS fiir die Elektronenkanone. Der Betrag des resultierenden relati-
ven Unterschleds von R\ gegeniiber R ist in Abb. |6 . 6.7 dargestellt. Die groBten
relativen Abweichungen befinden sich bei Uberschussenergien (Ey —qU) < 2eV und
erreichen knapp zwei Prozent. In Abschnitt [6.4] werden diese vergleichsweise grofen
relativen Abweichungen durch nachtrigliche Beriicksichtigung elastischer Streuung
teilweise kompensiert. Fiir Uberschussenergien (Ep — qU) > 10eV existieren kei-
ne relativen Abweichungen, die zwei Promille {ibersteigen. Da die Simulation der
Antwortfunktion elastische Streuung beriicksichtigt (vgl. Abschnitt , zur Ex-
traktion jedoch fiir Uberschussenergien >10eV eine Vernachlissigung stattfindet,
ist hierdurch ein Effekt zu erwarten, der in die resultierenden systematischen Unsi-
cherheiten auf das Neutrinomassenquadrat mit einflieft. Sieche dazu Abschnitt

Im Folgenden wird zuséitzlich die Ndherung R° aus Gl. angewendet, sodass sich
unter Vernachlédssigung von Winkel- und Energieverteilung der Elektronenkanone
und unter ausschliellicher Beriicksichtigung von Energieverlusten durch inelastische
Streuung die Antwortfunktion

E
Nstreu o qU

Rmel EO?QU Z Pmel / mel) <6> de (619)

e=0

ergibt.
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Abbildung 6.7: Relative Anderungen der Antwortfunktion fiir die Elektro-
nenkanone durch Vernachlissigung elastischer Streuung. Die Abweichungen
sind logarithmisch aufgetragen. Im Bereich um (Ey — qU) = 10eV ist die Abweichung
minimal, sodass an dieser Stelle trotz der elastischen Streuprozesse in guter Niherung
B, abgelesen werden kann, wie in Abschnitt beschrieben. In den Bereichen,
in denen die Antwortfunktion einen vergleichsweise steilen Anstieg besitzt, sind die
relativen Abweichungen am grofiten. Dies ist insbesondere bei (Ey — qU) =~ 13eV,
also kurz nach Einsetzen der inelastischen Einfachstreuung und im Bereich minimaler
Uberschussenergien der Fall. Bei fast allen Uberschussenergien ist die relative Abwei-
chung deutlich kleiner als 1 Promille. Zur Simulation wurde eine S&ulendichte von
5- 102! m~? verwendet.
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Tabelle 6.1: Die Berechnung der Antwortfunktion R?nel fiir die einzelnen
Intervalle. In jedem Folgeintervall muss ein zusétzlicher Streuterm beriicksichtigt
werden.

Intervall Antwortfunktion RY
A: 0-20eV P+ Pl [ (fine)1(€) de
e=0
) ) FEo—qU . Eo—qU
B: 20-30eV Pl 4 Prel [ (fa)i(e) de+ PP [ (fine)2(€) de
e=0 e=0

Unterteilung und Differentiation der Antwortfunktion

Da Energieverluste durch inelastische grofler als 10eV sind, liefert bei der Berech-
nung der inelastischen Antwortfunktion R ; die Einfachstreuung erst nach 10eV
einen Beitrag, die Zweifachstreuung erst nach 20eV und so weiter. Die als Néhe-
rung R, angenommene und per Teilchentracking simulierte Antwortfunktion aus
Abschnitt [5.2] wird geméfl des oberen Diagramms aus Abb. [6.8] derart in vier Inter-
valle A-D unterteilt, dass im Intervall A bis auf einen linearen Term lediglich die
inelastische Einfachstreufunktion (finer)1(€) zu beriicksichtigen ist, ab dem Intervall
B zusétzlich die Zweifachstreufunktion (fine)2(€), ab dem Intervall C zusétzlich die
Dreifachstreufunktion (fine)s(€), ... In Tab. ist dieser Sachverhalt mathema-

tisch dargestellt.

Nun wird die Antwortfunktion R? | und damit jeder Berechnungsausdruck fiir die
einzelnen Intervalle aus Tab. nach der Uberschussenergie (Ey — qU) abgeleitet.
Da R, ausschlieflich von (Ey — qU) und nicht, wie beispielsweise die Antwort-
funktion fiir das KATRIN-Experiment, separat von Ey und qU abhéngt, ergibt sich
auch bei unterschiedlich eingestellten Startenergien Fj dasselbe Ergebnis. Bei groflen
Abweichungen der Startenergie vom Endpunkt des Tritiumspektrums miisste aller-
dings beachtet werden, dass auch die Wirkungsquerschnitte energieabhingig sind
und sich dadurch beispielsweise das Verhéltnis von Energieverlusten durch Anre-
gung und durch Ionisation in der inelastischen Energieverlustfunktion éndert. Die
Einstellung von FE, auf Energien iiber dem Endpunkt ist zu empfehlen, um eine
iiberlagerte Detektion von Elektronen aus Tritiumzerfillen zu vermeiden. Das Er-

gebnis der beschriebenen Differentiation ist grafisch im unteren Diagramm aus Abb.
und mathematisch in Tab. [6.2] dargestellt.

Fiir das Intervall A reicht diese Differentiation bereits aus, um den Verlauf der
inelastischen Streufunktion bis 20 eV zu rekonstruieren, jedoch gewichtet mit Pnel.
Die Einfachstreuwahrscheinlichkeit Pin! fiir inelastische Streuung kann aus dem in
Abschnitt bestimmten ), berechnet werden.

Der Peak im unteren Diagramm von Abb. bei minimalen Uberschussenergien
entsteht nicht nur durch die bei der Simulation beriicksichtigten elastischen Streu-
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Abbildung 6.8: Unterteilung und Differentiation der per Tracking simulier-
ten Antwortfunktion bis zu einer Uberschussenergie von 50 eV. Im oberen
Diagramm ist die fiir 100 Millionen Elektronen und sg = 0,2eV simulierte Antwort-
funktion aus Abschnitt[5.2]dargestellt. Das untere Diagramm zeigt die Ableitung dieser
Antwortfunktion nach der Uberschussenergie (Ey — qU). Die eingetragenen Intervalle
markieren die Stellen, ab denen jeweils ein zusétzlicher Streuterm berticksichtigt wird.

Siehe dazu Tab. und
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Tabelle 6.2: Die Ableitung der Antwortfunktion R?nel aus Tab. fiir die
einzelnen Intervalle. Durch Wegfall der Integration und des linearen Terms P!

liegt im Intervall A bereits die inelastische Energieverlustfunktion vor, gewichtet mit
Pjrel, Siehe dazu das untere Diagramm aus Abb.

Intervall Ableitung (R? )’ }

A: 0-20eV P (fine)1(€)

B: 20-30€V P (fina)1(€) + P+ ( finet)2(€)

C: 30-40eV P (fine)1(€) + P3" - (finer)2(€) + P - ( fine)3(€)

prozesse, sondern hauptsédchlich durch die Energieverteilung der Elektronen. Die
Verteilung 5" (¢) der Abweichungen der tatséchlichen Startenergien von der ein-
gestellten Startenergie Fy wird in diesem Abschnitt vernachléssigt und im Folgenden
als Unsicherheitsfaktor akzeptiert. Wie in Abschnitt beschrieben, miissen zur
Beriicksichtigung der Energieverteilung alle Streufunktionen ( finer):(€) mit S" ()
gefaltet werden. Somit ist der erste Term von (R ) |6 nicht konstant Pi*, sondern
Pjnel. §esun(¢) . Eine sinnvolle Extraktion der elastischen Energieverlustfunktion wire
jedoch auch bei genauer Kenntnis von S"(¢) nicht moglich, da weiterhin elastische
Mehrfachstreuung berticksichtigt werden miisste. Deshalb werden im Folgenden alle
Werte der simulierten Antwortfunktion fiir Uberschussenergien (Ey — qU ) < 10eV
gleich Null gesetz{'1]

Sukzessive Extraktion

Wenn fiir jedes Intervall der jeweilige Ausdruck aus Tab. auf (finer)1(€) aufgelost
wird, wie in Tab. geschehen, kann eine sukzessive Extraktion der inelastischen
Energieverlustfunktion von Intervall zu Intervall erfolgen. Fiir die Intervalle B-D
héngt (fine1)1(€) von den Mehrfachstreufunktionen (fi,e1)i(€) mit @ > 2 ab. Diese
Mehrfachstreufunktionen sind die Ergebnisse mehrfacher Faltung von (fier)1(€) mit
sich selbst:

(finel)2(€) = ((finel)l X (finel)l)(e)
(fine)3(€) = ((fine)1 @ (fine1)1 ® (fine)1)(€) (6.20)

und erfordern daher die Kenntnis von (fiue)1(€). Es reicht jedoch fiir jedes Inter-
vall aus, die inelastische Energieverlustfunktion des vorherigen Intervalls zu kennen.
Wie bereits erwéhnt, fiihrt beispielsweise bei inelastischer Zweifachstreuung jeder der

17ur spiteren Messung der Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone ist daher im Zusam-
menhang mit der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion ein Messbeginn bei 10 eV
ebenfalls ausreichend.
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Tabelle 6.3: Die Berechnung der inelastischen Energieverlustfunktion fiir
die einzelnen Intervalle. Die Gleichungen aus Tab. wurden dazu nach (finer)1(€)
aufgelost.

Intervall Energieverlustfunktion ( fine)1(€)

A: 0206V (RO,

€

inel
B: 20306V a(RO.)|, — Her - (fina)a(e)

inel
Pl

inel inel
P2 PB

C: 30-40eV @(R?nd)/‘g ~ Pl (fine1)2(€) — Pt (fine)3(€)

beiden Streuvorginge zu einem Energieverlust von iiber 10 eV, wodurch ein Gesamt-
energieverlust von iiber 20 eV zustande kommt, der erst im Intervall B beriicksichtigt
werden muss. Bis zu 20eV sei aus Intervall A die inelastische Energieverlustfunk-
tion geméf Tab. bekannt. Damit kann (fine)2(€) fiir das Intervall B, also fiir
bis zu 30eV, berechnet werden, denn fiir dieses Intervall gilt: Selbst wenn bei der
Zweifachstreuung eine der beiden inelastischen Streuungen einen minimalen Ener-
gieverlust von 10 eV zur Folge hitte, dann wiirde der zweite Energieverlust maximal
20 eV betragen und im bereits bekannten Intervall A gerade noch enthalten sein. Mit
(finer)2(€) und (R )’ |€ kann nach Tab. [6.3|nun auch die inelastische Energieverlust-
funktion fiir das Intervall B berechnet werden. Damit ist wiederum eine Berechnung
von (finer)3(€) im Intervall C moglich und so weiter. Derart kann sukzessive eine
Extraktion von (fine)1(€) stattfinden.

Das Ergebnis der extrahierten inelastischen Energieverlustfunktion fi,e(€) ist gra-
fisch in Abb. dargestellt und kann mit dem inelastischen Teil aus Abb.
verglichen werden. Fiir die schwach erkennbaren Fluktuationen des Extraktionser-
gebnisses ab dem Intervall B gibt es zwei Hauptgriinde:

1. Die Berechnung der inelastischen Mehrfachstreufunktionen aus GI. fithrt
infolge der hier vernachléssigten Energieverteilung der Elektronenkanone dazu,
dass (finer)2(€) einmal mehr mit S°8" (e) gefaltet wird als erforderlich, ( fine)2(€)
bereits zweimal zu héufig und so weiter, vgl. Abschnitt [6.1.2] Es werden da-
durch in Tab. nicht die korrekten Terme von (Rp,,)’|_ subtrahiert. Dieser
Effekt wiirde bei einer schméleren Energieverteilung weniger ins Gewicht fal-
len.

2. Da die zur Extraktion verwendete Antwortfunktion nur mit der endlichen An-
zahl von 100 Millionen Elektronen simuliert werden konnte, kénnen in diesem
Fall die Streufunktionen als konstante Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen le-
diglich eine ndherungsweise Beschreibung der Streuprozesse liefern. Dieser sta-
tistische Effekt wiirde nach Erhohung der Elektronenanzahl weniger ins Ge-
wicht fallen.
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Abbildung 6.9: Extraktionsergebnis fiir die inelastische Energieverlustfunk-
tion aus der Antwortfunktion von Abb. bis zu einer Uberschussenergie
bzw. bis zu einem Energieverlust von 50eV.

Der oben erwédhnte statistische Effekt ist allerdings nicht gleichbedeutend mit dem
statistischen Effekt bei einer kiinftigen Messung der Antwortfunktion fiir die Elek-
tronenkanone, selbst wenn die Elektronenkanone wéhrend der Messung jedes Wertes
jeweils genau 100 Millionen Elektronen emittieren wiirde. Der Unterschied liegt dar-
in, dass die Simulation eine Momentaufnahme darstellt, sodass fiir alle Werte qU
dieselben Elektronen als Grundlage dienen. Dadurch steigt die Antwortfunktion der
Simulation monoton an, wiahrend bei einer Messung durch statistische Schwankun-
gen lokale negative Gradienten moglich sind. Im néchsten Abschnitt wird deshalb
die per Teilchentracking simulierte Antwortfunktion als Referenz verwendet und mit
kiinstlichen statistischen Schwankungen versehen.

6.3 Optimale Sidulendichte und Messdauer

In diesem Abschnitt wird zunéchst die optimale S&ulendichte pd,p; bestimmt, bei
welcher die Messung der benétigten Antwortfunktion stattfinden sollte. Es ergibt
sich als optimale Sdulendichte pdyps; = (Oine) ™F, sodass Ainel = 1 folgt. Auch wenn
oinel NUr auf etwa 2 % bekannt ist [56] und der Absolutwert der Sdulendichte ebenfalls
nicht sehr genau bekannt sein wird, so ist es dennoch ratsam, sich dem Wert pdqpsi
bestmoglich anzunéhern. Im zweiten Teil dieses Abschnitts wird fiir eine kiinftige
Messung der Antwortfunktion mit der Elektronenkanone ermittelt, wie lange pro
Einstellungswert der Gegenspannung gemessen werden muss, bis keine wesentliche
Verbesserung der statistischen Unsicherheiten mehr zu erwarten ist. Diese Messzeit
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héngt von der Fluktuation der Sédulendichte und von der Emissionsrate der Elektro-
nenkanone ab; eine Minute pro qU-Wert wird voraussichtlich ausreichen.

Da bei der Extraktion der elastischen Energieverlustfunktion lediglich inelastische
Streuprozesse beriicksichtigt werden, wird in diesem Abschnitt bei den Parametern
Pirel - pinel ynd \,q auf den Index ,jinel“ verzichtet.

6.3.1 Optimale Sidulendichte
1

Fehlerfortpflanzung auf den Normierungsfaktor B

Der fiir die Extraktionsmethode benétigte Wert fiir Py kann nicht genau bestimmt
werden. Neben der statistischen Unsicherheit bei einer Messung gibt es systematische
Unsicherheiten wie beispielsweise in Abschnitt beschrieben. Aus diesem Grund
ist lediglich ein durch die Messung der Antwortfunktion R®" bei (Ey—qU) = 10eV
bestimmter Bestwert

Py=Py-(1+6p,) (6.21)

mit einem relativen Fehler p, bekannt. Fiir alle Extraktionsintervalle wird der Nor-
mierungsfaktor P% bendtigt, welcher die Ableitung der Antwortfunktion entspre-
chend gewichtet. Insbesondere im Intervall A, welches bereits den gréfiten und wich-
tigste Teil der inelastischen Energieverlustfunktion beinhaltet, berechnet sich das
Extraktionsergebnis zu P%(Rionel)' L und héngt damit von keinem weiteren Gewich-
tungsfaktor ab. In allen weiteren Extraktionsintervallen wird ebenfalls P% benétigt
und zusétzlich enthalten alle Korrekturterme das Extraktionsergebnis des ersten In-
tervalls in gefalteter Form. Aus diesen Griinden gibt es folgende Anforderung an die
verwendete Sédulendichte fiir die Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion:
Die Séulendichte ist genau dann optimal, wenn die Fehlerfortpflanzung
von Py auf 1/P; minimal wird.

Aus P, konnen iiber den Parameter A alle weiteren Streuwahrscheinlichkeiten be-
rechnet werden. Ebenso wie Gl. (6.18) gilt fiir den Fall eines gemessenen Wertes

P()Z

A= 1n(735) , (6.22)

womit die Bestwerte 131 bestimmt werden konnen. Es folgt fiir den relativen Fehler
d1/p, auf 1/P;:

1/P, —1/P,
op, oy
— ~\ —1
el PO-)\-<P0-)\> 1
A

S
1S

(T +om) - (1+0n) (6.23)

Der erste Teil der inelastischen Energieverlustfunktion ist von grofier Bedeutung, da er das
integrierte S-Spektrum der KATRIN-Hauptmessungen schon fiir kleine Uberschussenergien beein-
flusst.
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Bei einer bestimmten Unsicherheit dp, kann A derart gewéhlt werden, dass die rela-
tive Abweichung 6;,p, Null wird:

(1 + 6P0)

In(1 + op,) . (6.24)
S

)\opti =
Da jedoch die Unsicherheit im Fall ihrer Kenntnis keine Unsicherheit mehr wére,
muss eine Ndherung fiir Gl. (6.24) gefunden werden, welche allgemein fiir |dp,| <
1 gilt. Nach [57] kann In(1 + dp,) fiir [6p,| < 1 durch eine Taylorentwicklung als
konvergierende Potenzreihe

(L o) = S CD 5, e (6.25)
1 P) = 2 "+ 1 P .
geschrieben werden. Daraus folgt
+oo
(_1)n+1 n
Aopti = 1+ ; m(fsPo)
1 1 1
= I+ 55130 - 6(6130)2 + E((SPO)3 -
|6, <1
R (6.26)

Mit einem Wert von oy ~ 3,4 - 10722 m? folgt fiir die optimale Sdulendichte der
Kehrwert des inelastischen Wirkungsquerschnitts:

. /\o i _
P 2.9.10% m 2, (6.27)

1Y dopti —
Oinel

Fir A = 1 ist in Abb. |6.10(a)| d1/p, iiber dp, aufgetragen. Selbst bei einem ver-

gleichsweise groBen Wert dp, = 1% bewirkt die Fehlerfortpflanzung auf 1 /ﬁ eine
Unsicherheit < 0,5 Promille.

Gleichzeitig nimmt P; bei A = 1 seinen maximalen Wert von etwa 37 % an. Daher
findet zu einem maximal moglichen Anteil inelastische Einfachstreuung statt, sodass
die inelastische Energieverlustfunktion bestméglich extrahiert werden kann. Zwar
wiirden bei noch kleinerer Sdulendichte bzw. bei kleineren Werten fiir A\ die bei
der Extraktion stérenden Mehrfachstreuungen weiter abnehmen, jedoch ginge damit
ebenfalls eine Abnahme der gewiinschten Einfachstreuung einher.

Weiterhin besitzt das zu bestimmende Py mit Fy = P, fiir A = 1 einen grofleren
Wert als jenen, der beispielsweise durch Verwendung des Standardparameters pd =
5 - 102 m? vorliige. Dadurch ist die statistische Unsicherheit bei einer Bestimmung
von Fy geringer.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, dass bei pdqpti auch weniger elastische Streupro-
zesse als bei pd = 5:10?' m? stattfinden, sodass die Nitherung R°(FEy, Ex—10eV) ~ B
aus Abschnitt einen kleineren relativen Fehler induziert als dort angegeben.
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Abbildung 6.10: Die Fehlerfortpflanzungen von 1/ I/’B auf Gewichtungsfak-
toren, die bei der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion be-
notigt werden. Fiir A = 1. Wihrend Unsicherheiten dp, < 1 eine sehr viel kleinere
Unsicherheit auf 1/ Py zur Folge haben, ist die resultierende Unsicherheit auf A betrags-
méBig etwa genauso grofl wie jene auf J/D\o. Fiir die weiteren Gewichtungsfaktoren A2
und A3 verschlechtert sich die Fehlerfortpflanzung zunehmend.
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Fehlerfortpflanzung auf weitere Normierungsfaktoren

Fiir die Extraktionsintervalle B, C, ... werden zur Gewichtung der Korrekturterme
neben 1/P; folgende Parameter benotigt:

P, Py Py 2 3
e = AN 6.28
P17P17P17 ) ) ) ( )

Es sind jedoch auch hier lediglich die Bestwerte X\, A2, A3 ... bekannt. Die relative
Unsicherheit § auf A betriagt im Fall eines wahren Wertes von A = 1

A1
5}\ /\:1 .
2 11 +6p)
165 |<1
N —6p,. (6.29)
Damit gilt
A~ 1—6p,. (6.30)

Die relative Unsicherheit auf \ ist daher betragsméfig etwa genauso grofl wie auf
Py. Mit |0p,| < 1 folgt damit fiir die weiteren Gewichtungsfaktoren:

/):2 ~ 1—2- 5P0
A3 1—3-6p, (6.31)

]

Q

wonach sich die Unsicherheiten bei hoheren Potenzen kontinuierlich vergréfiern. In
Abb. sind die Fehlerfortpflanzungen auf diese Parameter dargestellt. Die Kor-
rekturterme hoherer Extraktionsintervalle werden daher zunehmend ungenauer ge-
wichtet, nehmen dafiir jedoch aufgrund mehrfacher Faltung betragsmafig ab.

6.3.2 Optimale Messdauer

Im Folgenden werden die Haupteffekte, welche die Unsicherheit ép, bewirken, ein-
gehender untersucht. Anschliefend kann eine optimale Messdauer angeben werden,
mit welcher bei der Retardierungsenergie qU = 10eV mit der Elektronenkanone
gemessen werden sollte.

Die systematische Unsicherheit auf 73; aus Abschnitt welche durch die Néhe-
rung aus Gl. (6.14) zustande kommt, wird hier vernachléssigt, da die Unsicherheit

durch Fluktuationen der Sdulendichte eine mehrfach grofiere Auswirkung auf I/D; hat.

Nach [17] kann die Séulendichte in einem Zeitraum von zwei Stunden lediglich auf
etwa ein Promille stabil gehalten werden. Ein genauerer Wert fiir diese relative
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Unsicherheit 4,4 kann erst nach weiteren Untersuchungen angegeben werden. Es gilt
fiir den Bestwert

pd = pd- (14 6,4). (6.32)

Eine Fehlerfortpflanzung auf den zu messenden Parameter I/DE ergibt

P - R
o=
exp(—A-8,q) — 1. (6.33)

Andererseits unterliegt der Erwartungswert fiir die Anzahl an Elektronen, die man
bei (Ey — qU) = 10V erhilt, einer relativen statistischen Unsicherheit

(6.34)

mit der Anzahl der von der Elektronenkanone emittierten Elektronen N,. Wenn
durch Erhohung der Elektronenanzahl NN, diese statistische Unsicherheit so weit
verringert wird, bis sie im Bereich der oben genannten Unsicherheit durch die Fluk-
tuation der Séulendichte ist, dann kann die gesamte resultierende Unsicherheit nur
noch unwesentlich durch eine Verldngerung der Messdauer verbessert werden. Durch
Gleichsetzen der Betrége der Gleichungen (6.33)) und (6.34) und anschlieBendem Auf-
16sen nach N, kann die Anzahl an Elektronen bestimmt werden, die von der Elektro-
nenkanone emittiert werden miissen, damit die genannten Unsicherheiten gleichgrofl
werden:

€xp ()\ . (1 + 5pd))
N, = . .
e exp(-Q)\ . 6pd) -2 exp(—)\ . 6pd) +1 (6 35)

Falls nun die Sdulendichte um ein Promille fluktuiert, ergibt sich bei A = 1 fiir die
Anzahl der Elektronen N, ~ 2,7 -10°.

Soll nun eine Angabe fiir die Messdauer gemacht werden, muss zusétzlich die Emissi-
onsrate der Elektronenkanone beriicksichtigt werden. Den limitierenden Faktor stellt
dabei der Pixeldetektor dar. Dieser sollte nach [20] Elektronen mit einer Rate von
60 kHz detektieren konnen. Bei einer Rate von 50 kHz ist weniger als eine Minute
Messung erforderlich, um N, = 3 - 10° zu erreichen. Um bei 1000 unterschiedlichen
Gegenspannungen zu messen und damit eine komplette Antwortfunktion zu bestim-
men, ist voraussichtlich ein Tag fiir die Messzeit ausreichend.
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Fiir die geplanten Zwischenmessungen wahrend der KATRIN-Hauptmessungen wiir-
de bei bekannter Emissionsrate gleichermafien eine Messdauer von einer Minute aus-
reichen. Ohne Kenntnis dieser Emissionsrate sind hierfiir mindestens zwei Messungen
bei unterschiedlichen Uberschussenergien notwendig, sodass iiber einen Funktionsfit
der Antwortfunktion der Parameter A ermittelt werden kann.

Zur Beriicksichtigung der statistischen Unsicherheiten bei der simulierten Messung
der Antwortfunktion werden nachtréiglich Fluktuationen erzeugt. Dies wird jeweils
fiir die Werte N, = 1,10 und 100 Millionen durchgefiihrt, sodass die Extraktion der
inelastischen Energieverlustfunktion bei verschiedenen statistischen Unsicherheiten
durchgefiihrt werden kann. Die Instabilitdt der Sdulendichte wird hier nicht sepa-
rat berticksichtigt und wiirde je nach Stdrke ihrer Auspridgung die Verkleinerung
der Unsicherheit auf Fy durch Erhchung der Elektronenanzahl limitieren. Generell
sind bei der verwendeten simulierten Messung der Antwortfunktion zur Erzeugung
der Fluktuationen keine Werte fiir N, iiber 100 Millionen sinnvoll, denn so viele
Elektronen wurden per Teilchentracking simuliert.

6.4 Nachtrigliche Beriicksichtigung elastischer
Streuung

Bisher wurde lediglich die Methode zur Extraktion der inelastischen Energiever-
lustfunktion vorgestellt. Bei nachtréiglicher Beriicksichtigung von Energieverlusten
durch elastische Streuung kann das Extraktionsergebnis weiter verbessert werden,
auch wenn der elastische und inelastische Wirkungsquerschnitt nicht genau bekannt
sind.

Aus (6.11) und (6.10) folgt fiir die Zusammensetzung der Energieverlustfunktion

Oel

1

— Oinel | - . f.
f(C) - ;_911 11 fe1(€) + ;_911 +1 flne1(€> (636)

Oel

mit dem Quotienten S aus elastischem und inelastischem Wirkungsquerschnitt.
Wird fir die inelastische Energieverlustfunktion fi,e(€) das Extraktionsergebnis aus
Abschnitt verwendet, so kann unter Zunahme der simulierten elastischen Ener-
gieverlustfunktion f.(e) ein Ergebnis angegeben werden, welches ebenfalls Energie-
verluste durch elastische Streuung beriicksichtigt. Es soll gezeigt werden, dass die
Beriicksichtigung der elastischen Streuung eine Verbesserung im Hinblick auf die
Bestimmung der Neutrinomasse bewirkt, auch wenn der Quotient 0_"—1‘:‘1 nur grob ab-
geschéitzt wird. Fiir die Simulationen dieser Arbeit wird dieser Quotient um zehn
Prozent zu klein angenommen, was sehr ungenau erscheint angesichts der in [50]
angegeben Unsicherheit auf den inelastischen Wirkungsquerschnitt von etwa 2%
und der in [30] angegeben Unsicherheit auf den elastischen Wirkungsquerschnitt
von etwa 1% . Jedoch soll lediglich untersucht werden, ob eine Verbesserung des
Extraktionsergebnisses erzielt werden kann, und zudem unterliegt hier die Form der
elastischen Energieverlustfunktion falschlicherweise keiner Unsicherheit. Es muss bei
der Simulation beachtet werden, dass nun der Wirkungsquerschnitt

Oel

0= e - (1 + ) (6.37)

Oinel
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Abbildung 6.11: Die relative Abweichung von R°®"" bei Verwendung ex-
trahierter Energieverlustfunktionen. In (a) wurde auf nachtrégliche Berticksich-
tigung elastischer Streuung verzichtet, wihrend in (b) die elastische Streuung teilwei-
se beriicksichtigt wurde. Aufgrund der fiir die Extraktion verwendeten Niherungen
konnen die relativen Abweichungen der Antwortfunktionen durch nachtrégliche Be-
riicksichtigung elastischer Streuung fiir Uberschussenergien > 10eV nicht verkleinert
werden. Fiir Uberschussenergien <10eV ist jedoch eine deutliche Verbesserung festzu-
stellen. Fiir die Extraktion wurden in beiden Féllen 10 Millionen emittierte Elektronen
pro qU-Wert angenommen.

mit dem erweiterten Extraktionsergebnis korrespondiert.

In Abb. ist die relative Abweichung von R®"™ bei Verwendung extrahierter
Energieverlustfunktionen dargestellt. In Abb. wurde die extrahierte Ener-
gieverlustfunktion ohne Beriicksichtigung von elastischer Streuung verwendet und
in Abb. wurde, wie oben beschrieben, ein Teil der elastischen Streuung be-
riicksichtigt. Die Auswirkungen der Verwendung dieser Extraktionsergebnisse bei
der Analyse des integrierten S-Spektrums werden im anschlieSenden Abschnitt un-
tersucht.

6.5 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden zunéchst die Ergebnisse der Extraktionen inelastischer
Energieverlustfunktionen inklusive optionaler nachtréglicher Beriicksichtigung elas-
tischer Streuung dargestellt und verglichen. Im Anschluss daran werden mehrere
mogliche Optimierungsmoglichkeiten présentiert, welche einer genaueren Untersu-
chung bediirfen. AbschlieBend wird das grundsétzliche Vorgehen bei der Extrakti-
onsmethode mit der alternativen Entfaltung der Energieverlustfunktion aus [6, 7]
verglichen.

Die extrahierten inelastischen Energieverlustfunktionen, basierend auf einer
simulierten Messung der Antwortfunktion mit der Elektronenkanone, sind in Abb.
fiir unterschiedliche statistische Unsicherheiten dargestellt. Die starken Fluk-
tuationen der extrahierten Energieverlustfunktion fiir Energieverluste > 20eV sind
auf die Extraktionsmethode aus Abschnitt und auf den kleineren Gradienten
der Antwortfunktion fiir gréfere Uberschussenergien zuriickzufithren. Ein kleinerer
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Gradient besitzt eine groflere statistische Unsicherheit und fithrt daher zu stérkeren
Fluktuationen. Solange diese Schwankungen der Wahrscheinlichkeitsdichte um den
korrekten Verlauf der Energieverlustfunktion erfolgen, hat dies nur einen kleinen Ein-
fluss auf die resultierende Antwortfunktion, denn die Energieverlustfunktion flieft
lediglich in gefalteter Form in die Antwortfunktion mit ein. Entscheidend ist somit
vielmehr die Fluktuation der integrierten Energieverlustfunktion. Eine Gldttung der
Energieverlustfunktion, beispielsweise durch Faltung mit einer normierten Gaufiver-
teilung, ist somit nicht erforderlich und hétte zudem einen schwer kalkulierbaren
Einfluss auf die Bestimmung der Neutrinomasse (vgl. Abb. .

6.5.1 Einfluss auf die Bestimmung der Neutrinomasse

Zur Untersuchung der Auswirkungen einer extrahierten inelastischen Energieverlust-
funktion mit optionaler nachtriaglicher Beriicksichtigung der elastischen Streuung
werden, wie in Abschnitt beschrieben, mindestens 1000 KATRIN-Messungen
mit der Energieverlustfunktion aus Abb. simuliert. AnschlieSend werden die-
se simulierten Messungen auf Grundlage einer extrahierten Energieverlustfunktion
analysiert.

Samtliche Ergebnisse inklusive verwendeter Parameter sind tabellarisch im Anhang

zu finden.

In Abb. sind die Werte Am? inklusive ihrer statistischen Unsicherheiten fiir
unterschiedliche Analyseintervalle und unterschiedliche Anzahlen N, an Elektro-
nen pro simuliertem Messintervall dargestellt. Die Grundlage der durchgefiihrten
Extraktionen bildet die durch Teilchentracking simulierte Antwortfunktion fiir die
Elektronenkanone aus Abschnitt mit einer Breite der Energieverteilung von
sg = 0,1eV. Das Diagrammmzeig’c die Ergebnisse nach Verwendung der extra-
hierten inelastischen Energieverlustfunktionen ohne nachtrigliche Beriicksichtigung
elastischer Streuung, wohingegen fiir das Diagramm m eine nachtrigliche Be-
riicksichtigung stattfand. Wie in Abschnitt wurde dazu ein um 10 % zu kleiner
Wert fiir U"n; verwendet. In Abb. [6.14] ist derselbe Sachverhalt dargestellt, jedoch
mit einer Breite der Energieverteilung von sg = 0,2¢eV fiir die simulierte Antwort-
funktion.

Identische Ergebnisse fiir das 10 eV-Analyseintervall

In allen vier Diagrammen sind die Werte des 10 eV-Analyseintervalls jeweils unab-
héngig von N,. Dies lisst sich darauf zuriickfithren, dass fiir Uberschussenergien
< 10eV lediglich Energieverluste durch elastische Streuung eine Rolle spielen. Die-
ser elastische Teil der Energieverlustfunktion ist in den oberen Diagrammen der
Abbildungen [6.13| und [6.14] komplett vernachlissigt, sodass der Wert von Am? =
(—441)-1073 (eV)? die systematische Auswirkung auf die Bestimmung des Neutrino-
massenquadrats durch Vernachléssigung elastischer Streuung angibt. In den beiden
unteren Diagrammen |6.13(b)| und |6.14(b)| wurde fiir das 10 eV-Analyseintervall ex-
akt derselbe elastische Teil der Energieverlustfunktion verwendet, sodass ebenfalls
identische Werte fiir Am? resultieren. Es ergibt sich mit Am?2 = (—24:1)-1073 (eV)?
erwartungsgeméf eine deutlich kleinere systematische Unsicherheit.
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Abbildung 6.12: Die extrahierten inelastischen Energieverlustfunktionen
fiir unterschiedliche statistische Unsicherheiten. Die Grundlage dieser Extrak-
tionen bildet die durch Teilchentracking simulierte Messung der Antwortfunktion fiir
die Elektronenkanone aus Abschnitt mit einer Breite der Energieverteilung von
sg = 0,2eV. Unter Annahme verschiedener Anzahlen N, an Elektronen pro qU-Wert
wurde diese Antwortfunktion vor der Extraktion mit statistischen Schwankungen ver-
sehen. Dadurch ergeben sich ebenfalls bei den Extraktionsergebnissen Fluktuationen,
die durch Vergroflerung von N, sichtbar abnehmen.
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Groflere systematische Unsicherheiten bei grofleren Analyseintervallen

Tendenziell ergeben sich fiir grofere Analyseintervalle betragsméflig grofiere Werte
fiir Am? | jedoch mit einigen Ausnahmen vor allem bei sg = 0,2¢eV. Eine Zunahme
der systematischen Unsicherheit bei groffleren Analyseintervallen erscheint plausibel,
da die extrahierte inelastische Energieverlustfunktion fiir Energieverluste > 20eV
ungenauer extrahiert werden kann als fiir kleinere Energieverluste. Die Ausnahmen
lassen sich damit begriinden, dass eine Faltung der Energieverlustfunktion mit ei-
ner GauBkurve fiir die Analyseintervalle bis einschliefilich 30 eV ein positives Am?
zur Folge hat (vgl. Abb. . Insbesondere bei sy = 0,2eV steht dieser Effekt in
Konkurrenz zu dem hier betrachteten Effekt durch die Extraktion. Da sich bei dem
40 eV-Intervall aus Abb. im Gegensatz zu den kleineren Intervallen ein negatives
Am? ergibt, sind auch bei der Untersuchung mit extrahierten Energieverlustfunktio-
nen die Werte des 40 eV-Analyseintervalls in allen Diagrammen ausnahmslos negativ
und betragsméfBig am grofiten. An dieser Stelle sei erneut darauf hingewiesen, dass
aufgrund der gegenseitigen Aufhebung verschiedener Effekte eine vermeintlich ge-
ringe systematische Unsicherheit resultiert. Diese Effekte miissen deshalb einzeln
und bei unterschiedlichen Rahmenbedingungen untersucht werden. Eine asymme-
trische Energieverteilung der Elektronenkanone konnte beispielsweise einen deutlich
anderen systematischen Effekt nach sich ziehen. Dies gilt es kiinftig genauer zu un-
tersuchen.

Kleinere systematische Unsicherheiten durch mehr Elektronen

Bei allen betrachteten Analyseintervallen > 10eV der vier genannten Diagramme
ergeben sich die grofiten systematischen Unsicherheiten erwartungsgeméfl bei der
kleinsten Anzahl N, von 10° Elektronen pro simuliertem Messintervall. Da zur Er-
zeugung der benotigten Antwortfuntkionen fiir die Elektronenkanone 10® Elektronen
durch Teilchtracking simuliert wurden, wére es hier nicht sinnvoll, zur nachtréglich
erzeugten statistischen Fluktuation NNV, grofier als 10® zu withlen. Es zeigt sich, dass
bereits eine Erhohung der Elektronenanzahl von 107 auf 108 keine Verkleinerung der
systematischen Unsicherheiten mehr zur Folge hat, sondern offenbar durch einen
ungiinstigen Bestwert P, teilweise sogar eine Vergréferung derselben bewirkt. Da
nach Abschnitt aufgrund von Schwankungen der Sdulendichte im Promillebe-
reich ohnehin keine Elektronenanzahlen dieser Groflenordnung gewinnbringend sind,
stehen die systematischen Unsicherheiten fiir N, = 10% und N, = 107 im Fokus der
Betrachtung.

Kleinere systematische Unsicherheiten durch nachtrégliche Beriicksichti-
gung eleastischer Streuung

Auch wenn ein um 10% zu kleiner Quotient 7<= bei der nachtriglichen Beriick-
sichtigung von Energieverlusten durch elastlsche Streuung angenommen wurde, so
bewirkt diese Beriicksichtigung eine Verkleinerung der systematischen Unsicherheit
in allen Féllen um etwa 2 - 1073 (eV)?.

Fazit

Fiir das in [5] betrachtete Analyseintervall von 30 eV ist ein Limit von 61072 (eV)?
zur Bestimmung der Antwortfunktion angegeben. Dieser Wert wird fiir N, = 10°
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Elektronen in allen vier betrachteten Fillen deutlich iiberschritten. Fiir N, = 107
und N, = 10® ergeben sich erst bei nachtriiglicher Beriicksichtigung von elastischer
Streuung deutlich kleinere systematische Unsicherheiten. Im giinstigsten Fall liegt
der Wert Am? = (=2 £ 5) - 1073 (eV)? vor, der fiir N, = 10" und sg = 0,2eV
erreicht wird. Dies ist jedoch lediglich durch die oben erwéhnte teilweise Ausloschung
verschiedener Effekte moglich und daher mit Vorsicht zu betrachten.

Fiir kleinere Analyseintervalle ergeben sich, insbesondere bei nachtraglicher Bertick-
sichtigung elastischer Streuung, deutlich kleinere systematische Unsicherheiten. Fiir
sg = 0,2¢eV ergibt sich bei Betrachtung des 20 eV-Analyseintervalls im unteren Dia-
gramm der Wert Am? = (—21+7)-1072 (eV)?. Eine nachtriigliche Beriicksichtigung
elastischer Streuung ist in jedem Fall ratsam, auch wenn der Anteil des inelastischen
Wirkungsquerschnitts nicht sehr genau bekannt ist. Fiir die Anzahl an Elektronen
N, eines Messintervalls sollte fiir ein Analyseintervall > 20eV ein gréflerer Wert als
N, = 10° angestrebt werden.

6.5.2 Optimierungsmoglichkeiten
Fit der Energieverluste durch Ionisation

Aufgrund der vergleichsweise starken Fluktuationen der extrahierten inelastischen
Energieverlustfunktion fiir Energieverluste > 20 eV koénnte in diesem Bereich ein Fit
des Tonisationsteils an eine analytische Funktion zu einer Verkleinerung von |Am2|

fithren (vgl. [56]).
Messprinzip

Da die analytisch berechneten Antwortfunktionen monoton ansteigen, sind fiir gré-
Bere Uberschussenergien kleinere Werte fiir N, ausreichend, um dieselbe statistische
Unsicherheit zu erhalten. Somit ist es denkbar, die Messdauer fiir grofere Uber-
schussenergien zu verkleinern.

Wie bereits erwahnt, liegt die Stidrke der Fluktuation der Sdulendichte im Promil-
lebereich fiir zwei Stunden und ist nach [17] noch nicht genauer bekannt. Bei der
kiinftigen Messung der Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone koénnte in klei-
neren Zeitabstéinden als zwei Stunden zu einer Uberschussenergie von 10eV zur
Bestimmung von F, zuriickgekehrt werden, um eine kleinere effektive Fluktuation
der Saulendichte zu erreichen.

Elastische Streuung

Es wurde gezeigt, dass auch bei sehr ungenauer Kenntnis der elastischen und inelas-
tischen Wirkungsquerschnitte durch nachtrigliche Beriicksichtigung der elastischen
Streuung eine deutliche Verkleinerung der resultierenden Unsicherheit auf m? erzielt
werden kann. Es konnen realistischere Werte fiir ;TL gewéhlt werden als in dieser
Arbeit. Allerdings sollte untersucht werden, wie genau die Theorie den Verlauf der

elastischen Energieverlustfunktion beschreibt.

6.5.3 Vergleich mit bisherigen Methoden

In [6] 7] wird eine Methode vorgestellt, mit der die Energieverlustfunktion durch die
Losung eines linearen Gleichungssystems (LGS) und einer anschliefenden mathema-
tischen Entfaltung bestimmt werden kann.
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Abbildung 6.13: Ergebnisse aus den Spektrumsanalysen mit mehreren ent-
falteten Energieverlustfunktionen. Es gilt fiir die Energieverteilung der si-
mulierten Elektronenkanone sg = 0,1eV. In (a) wurde auf eine nachtrigliche
Beriicksichtigung elastischer Streuung verzichtet. In (b) fand eine nachtrégliche Be-

riicksichtigung mit einem um 10 % zu kleinen Quotienten < statt.
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Abbildung 6.14: Ergebnisse aus den Spektrumsanalysen mit mehreren ent-
falteten Energieverlustfunktionen. Es gilt fiir die Energieverteilung der si-
mulierten Elektronenkanone sg = 0,2eV. In (a) wurde auf eine nachtrigliche
Beriicksichtigung elastischer Streuung verzichtet. In (b) fand eine nachtrégliche Be-

riicksichtigung mit einem um 10 % zu kleinen Quotienten < statt.
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Anzahl erforderlicher Messungen

Zur Aufstellung des LGS sind mindestens drei Messungen der Antwortfunktion fiir
die Elektronenkanone bei unterschiedlichen effektiven Séulendichten erforderlich,
wahrend fiir die Extraktionsmethode dieser Arbeit die Messung einer Antwortfunk-
tion bei einer dafiir optimalen Sdulendichte ausreicht.

Bestimmung der Streuwahrscheinlichkeiten

Die Bestimmung der Streuwahrscheinlichkeiten erfolgt in den oben genannten Ar-
beiten durch eine numerische Berechnung und ohne Beriicksichtigung von Unsicher-
heiten durch ungenaue Kenntnis der Sdulendichte pd bzw. des Wirkungsquerschnitts
o . In Abschnitt der vorliegenden Arbeit wurde eine experimentelle Methode
zur Bestimmung der inelastischen Streuwahrscheinlichkeiten vorgestellt.

Elastische Streuung

In [7] wird der elastische Anteil der Energieverlustfunktion direkt aus einer zu mes-
senden Antwortfunktion bestimmt, wihrend die Extraktionsmethode lediglich eine
nachtrégliche Beriicksichtigung der elastischen Streuung zulésst.

Entfaltung versus Extraktion

Da die Transmissionsfunktion der Elektronenkanone n&herungsweise einer Stufen-
funktion entspricht und eine Faltung mit einer solchen Stufenfunktion lediglich eine
Integration bewirkt, fithrt im Umkehrschluss eine Entfaltung ndherungsweise zu ei-
ner Differentiation, dhnlich wie bei der Extraktionsmethode. Da durch eine Entfal-
tung bei ungenauer Kenntnis der Energieverteilung der Elektronenkanone und der
Antwortfunktion starke Fluktuationen der erhaltenen Energieverlustfunktion resul-
tieren, wurde in Abschnitt dieser Arbeit untersucht, welche Auswirkungen
eine Extraktion der Energieverlustfunktion ohne Beriicksichtigung dieser Energie-
verteilung hat. Prinzipiell konnte eine solche Entfaltung auch nach der Extraktion
erfolgen. Jedoch miissten zur Untersuchung etwaiger Verbesserungen durch die Ent-
faltung zusétzliche, realistischere Energieverteilungen inklusive deren Unsicherheiten
verwendet werden.

Simulationsmethoden

Wihrend die Antwortfunktionen fiir die Elektronenkanone in [6, [7] durch Mon-
te-Carlo-Methoden simuliert wurden, wurde fiir diese Arbeit ein Teilchentracking
durchgefiihrt, welches beispielsweise lokale Unterschiede der Tritiumdichte und des
Magnetfelds in der Quelle beriicksichtigt.

Fiir diese Arbeit wurden aktuelle Programmpakete fiir das Teilchentracking und die
Analysemethoden verwendet, siehe dazu Kap. [3]
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Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

Seit dem Nachweis der Neutrinooszillation besteht kein Zweifel mehr daran, dass
Neutrinos entgegen der Annahme des Standardmodells eine von Null verschiedene
Masse besitzen. Aus der Theorie konnen lediglich Massendifferenzen zwischen Neu-
trinos unterschiedlichen Flavours angegeben werden, daher ist eine experimentelle
Bestimmung der Neutrinomasse erforderlich. Durch kinematische Untersuchungen
von Elektronen aus dem Tritiumbetazerfall kann bislang lediglich eine Obergrenze
von my, < 2,05eV/c* (95% C.L.) fiir die Masse des Elektron-Antineutrinos ange-
geben werden.

Das KATRIN-Experiment wird die Neutrinomasse durch eine hochprizise Lang-
zeitmessung des [-Spektrums von molekularem Tritium mit einer Sensitivitdt von
m, < 200meV /c? bestimmen kénnen. Um dies zu erreichen, miissen fiir die Analyse
der kiinftigen Messergebnisse genaue Berechnungen der integrierten Betaspektren
durchgefiihrt werden. Die Antwortfunktion bildet eine wichtige Komponente dieser
Spektren und beriicksichtigt viele Parameter des KATRIN-Experiments. Unsicher-
heiten einzelner Parameter fithren zu einer weniger genau berechneten Antwort-
funktion und damit zu einer systematischen Unsicherheit auf m?. Die Energiever-
lustfunktion ist ein wesentliches Element der Antwortfunktion und beriicksichtigt
Energieverluste infolge von Streuprozessen zwischen Elektronen und Tritiummole-
kiilen. Sie ist ein weiterer Unsicherheitsfaktor und muss moglichst genau bestimmt
werden.

Zur Minimierung dieser Unsicherheiten werden bereits vor Beginn der Hauptmessun-
gen verschiedene Simulationen durchgefiihrt. Einerseits dient dies der Vorbereitung
und Optimierung der kiinftigen Analysen und andererseits der Untersuchung von
systematischen Einfliissen, die verschiedene Effekte und Restunsicherheiten einzel-
ner Parameter auf die Neutrinomassenbestimmung haben. Mit Kassiopeia, SSC und
KaFit wurden drei wichtige Simulationspakete in dieser Arbeit vorgestellt und an-
gewendet.
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Die in [5] festgelegte Obergrenze von 6 - 1073 (eV /c?)? fiir die resultierende Unsi-
cherheit im Zusammenhang mit der Antwortfunktion gilt es einzuhalten. Es wurden
zwei Nédherungen bei der Berechnung der Antwortfunktion untersucht: Fiir das ge-
plante 30 eV-Analyseintervall bewirkte die Vernachléssigung relativistischer Effekte
eine Unsicherheit von Am?2 = (—6,7 &+ 0,4) - 1073 (eV /c?)2. Die in [5] vernachlis-
sigte nicht-isotrope Winkelverteilung i-fach gestreuter Elektronen fithrte zu einer
Unsicherheit von Am? = (+8,5 +0,4) - 1073 (eV/c?)?. Beide Effekte diirfen somit
nicht vernachléssigt werden. In diesem Zusammenhang wurde darauf hingewiesen,
dass eine simultane Vernachldssigung dieser Effekte zu einem kleineren Wert fiir
Am? fiihrt als die Vernachléissigung nur eines der beiden Effekte. Dies liegt daran,
dass sich systematische Unsicherheiten entgegengesetzten Vorzeichens teilweise auf-
heben. Aufgrund der komplexen Analysemethoden lésst sich jedoch schwer abschét-
zen, wann diese gegenseitige Aufhebung in welchem Mafle stattfindet. Zur Sicherheit
miissen deshalb alle betrachteten Effekte stets separat untersucht werden.

Mit einem Teilchentracking wurden fiir die Messung mit einer Elektronenkanone zwei
Antwortfunktionen simuliert. Dieses Teilchentracking umfasste jeweils 108 Elektro-
nen mit Startenergieverteilungen der Breiten 0,1eV und 0,2 eV und beriicksichtigte
sowohl Energieverluste als auch Winkeldnderungen in Folge von Streuprozessen in
der Tritiumquelle. Die aus dem Teilchentracking resultierenden Streuwahrschein-
lichkeiten wurden mit numerisch berechneten verglichen. Bis zur Dreifachstreuung
ergaben sich dabei Abweichung im Promillebereich und ab der Vierfachstreuung
Abweichungen im Prozentbereich. Bei der Extraktion der Energieverlustfunktion
wurden numerisch berechnete Streuwahrscheinlichkeiten ohne Beriicksichtigung der
Winkeldnderungen verwendet.

Zur Entwicklung dieser Extraktionsmethode wurden zunéchst verschiedene Néhe-
rungen untersucht und angewendet. Es wurde gezeigt, dass mit einer zukiinfti-
gen Elektronenkanonenmessung bei einer Uberschussenergie von 10eV die Wahr-
scheinlichkeiten fiir inelastische Streuungen bestimmt werden kénnen. Dies ermog-
licht die anschliefend vorgestellte und durchgefiihrte Extraktion der inelastischen
Energieverlustfunktion mit den durch Teilchentracking generierten Antwortfunktio-
nen. Die Elektronenkanonenmessung wird im Idealfall bei einer Sdulendichte von
pd < 3-10% m~? durchzufiihren sein. Dabei wird die Messung lediglich einer Antwort-
funktion ausreichend sein und eine Messzeit < 1 Tag wird voraussichtlich geniigen.
Ein optionales nachtrégliches Hinzufiigen des theoretisch berechneten elastischen
Teils der Energieverlustfunktion wurde getestet.

Abschliefend fand eine Untersuchung der Auswirkungen auf die Neutrinomassen-
bestimmung in Folge der Analyse mit unterschiedlichen extrahierten Energiever-
lustfunktionen statt. Ohne eine nachtrégliche Beriicksichtigung der Energieverluste
durch elastische Streuung ergaben sich fiir das geplante 30 eV-Analyseintervall Un-
sicherheiten von Am?2 ~ —6 - 1072 (eV/c?)? bei 107 Elektronen pro simuliertem
Messwert. Durch die nachtrégliche Beriicksichtigung der elastischen Energieverlust-
funktion konnte trotz bewusst ungenau gewihlten Werten fiir die Wirkungsquer-
schnittd| eine deutliche Verbesserung auf Am2 < —4- 1073 (eV/c?)? erzielt werden,
was im Bereich der Anforderungen liegt.

'Der Quotient aus elastischem und inelastischem Wirkungsquerschnitt wurde 10 % zu klein
gewahlt
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Weitere Optimierungsmoglichkeiten zur Extraktion der Energieverlust-
funktion

Die resultierenden systematischen Unsicherheiten in Folge extrahierter Energiever-
lustfunktionen kénnen noch genauer bestimmt und voraussichtlich weiter minimiert
werden. Dazu seien einige Optimierungsvorschldge genannt:

e Die Extraktion der Energieverlustfunktion wurde am Beispiel einer Antwort-
funktion durchgefiihrt, welche durch Teilchentracking erzeugt wurde. Statis-
tische Unsicherheiten wurden dabei nachtraglich generiert, da diese Antwort-
funktion lediglich den hypothetischen Fall reprisentiert, dass bei allen Ge-
genspannungen gleichzeitig gemessen werden kann. Um diese Unsicherheiten
zuverléssig generieren zu konnen, darf die Antwortfunktion zuvor nur kleine-
re Unsicherheiten aufweisen. Dazu kann ein Teilchtracking mit weiteren
Elektronen durchgefiihrt werden.

e Bei der nachtriglichen Beriicksichtigung der elastischen Energieverlustfunktion
wurden bewusst sehr ungenaue Werte fiir die Wirkungsquerschnitte verwen-
det. Diese konnen wesentlich realistischer gewéhlt werden, jedoch gilt es zu
untersuchen, wie genau den theoretischen Berechnungen zum Verlauf der
elastischen Energieverlustfunktion vertraut werden kann.

e Um besser abschéitzen zu konnen, wie genau die Antwortfunktion fiir die Elek-
tronenkanone experimentell bestimmt werden kann, muss neben der Stabilitét
der Sédulendichte auch die Stabilitdt der Emissionsrate der Elektronenka-
none untersucht werden. Dadurch kann ebenfalls ein sinnvoller Wert fiir die
ideale Messdauer bei einer Gegenspannung angegeben werden. Zudem konnen
mit einer realistischeren Energieauflésung der Elektronenkanone weitere
Simulationen durchgefiihrt werden.

e Die Antwortfunktion fiir die Elektronenkanone aus Kap. [5| wurde durch ein
Teilchentracking simuliert. Die Abweichungen der daraus resultierten Streu-
wahrscheinlichkeiten zu den numerisch berechneten kénnten durch Korrek-
turfaktoren bei der Extraktion der inelastischen Energieverlustfunktion
beriicksichtigt werden.

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass in Bezug auf die Berechnung der Ant-
wortfunktion in dieser Arbeit keine Synchrotronabstrahlung der Elektronen be-
riicksichtigt wurde. Es bleibt zu untersuchen, wie dieser Effekt beispielsweise den
Grenzwinkel beeinflusst, bis zu welchem die Elektronen einer bestimmten Startener-
gie transmittiert werden.
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7. Zusammenfassung und Ausblick




A. Simulationsergebnisse

A.1 Bestimmung systematischer Unsicherheiten
mit KaFit

In diesem Anhang sind die Simulationsergebnisse aus den Kapiteln [4] und [6] zu-
sammengetragen. Die Untersuchung systematischer Effekte erfolgte jeweils fiir die
Analyseintervalle von 10eV, 20eV, 30eV und 40eV.
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A.1.1 Analyse mit genidherten Antwortfunktionen

Tabelle A.1: Systematische Fehler auf m? durch Analyse mit der nach GI.
(4.13) gendherten Antwortfunktion. Fiir die Simulation der KATRIN-Messungen
wurde die Antwortfunktion aus Gl. (4.20]) verwendet.

Analyseintervall (eV) Am? ((eV)?) Ostatr ((€V)?)

10 +0,001% 0,001 0,0431-£0,0009
20 40,0025+ 0,0005  0,0197-0,0003
30 +0,00854 0,0004  0,0166-£0,0003
40 40,0114 0,0003  0,0149-£0,0003

Tabelle A.2: Systematische Fehler auf m? durch Analyse mit der Antwort-
funktion aus GI. , jedoch ohne relativistische Korrektur. Die Antwort-
funktion zur Simulation der KATRIN-Messungen beriicksichtigt den relativistischen
Einfluss und beruht ebenfalls auch der Berechnungsweise nach GI. .

Analyseintervall (eV) Am2 ((eV)?) Ostar ((€V)?)
10 -0,007£0,001 0,0443+0,0009

20 -0,0067-£0,0005  0,02000,0004
30 -0,0067-£0,0004 0,01684-0,0003
40 -0,0066-20,0003  0,015040,0003

Tabelle A.3: Systematische Fehler auf m? durch Analyse mit der nach GI.
genidherten Antwortfunktion und ohne relativistische Korrektur. Zur
Simulation der KATRIN-Messungen wurde die Antwortfunktion aus GI. inklu-
sive relativistischer Korrektur verwendet.

Analyseintervall (eV) Am? ((eV)?) Ostar ((€V)?)

10 -0,006+0,001 0,0437+0,0009
20 -0,002640,0005 0,02024:0,0003
30 -+0,0028+0,0004  0,016040,0003

40 -+0,0054=0,00003  0,01474-0,0002
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A.1.2 Analyse mit unterschiedlichen Energieverlust-

funktionen

Tabelle A.4: Systematische Unsicherheiten auf m? durch Analyse mit ge-
falteten Energieverlustfunktionen. Gefaltet wurde lediglich der inelastische Teil
der Energieverlustfunktion mit unterschiedlichen Werten fiir die Standardabweichung

sg der Gaulkurve.

Analyseintervall (eV)

sg (eV)

Amy ((eV)?)

Ostat ((€V) 2)

20

0,1
0,2
0,3

-0,0001 =+ 0,0005
-+0,0007 £ 0,0005
-+0,0019 £ 0,0005

0,0203 £ 0,0003
0,0205 £ 0,0003
0,0201 £ 0,0004

30

0,1
0,2
0,3

-+0,0001 £ 0,0004
+0,0007 £+ 0,0004
+0,0022 £ 0,0004

0,0163 + 0,0003
0,0166 + 0,0003
0,0165 + 0,0003

40

0,1
0,2
0,3

-0,0006 + 0,0003
-0,0002 + 0,0003
~0,0002 + 0,0003

0,0148 & 0,0003
0,0149 & 0,0003
0,0147 £ 0,0003
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A. Simulationsergebnisse

Tabelle A.5: Systematische Unsicherheiten auf m? durch Analyse mit extra-
hierten inelastischen Energieverlustfunktionen ohne nachtrigliche Beriick-
sichtigung elastischer Streuung. Es wird differenziert zwischen unterschiedlichen
Analyseintervallen, unterschiedlichen Standardabweichungen si der Energieverteilung
der Elektronen und unterschiedlichen Anzahlen # e~ von Elektronen pro simuliertem

Messintervall.

Analyseintervall (eV) sg (eV) # e Am? ((eV)?) Ostar ((€V)?)
10 0,1 1 Mio -0,004 £+ 0,001 0,045 £+ 0,001
10 Mio  -0,004 £ 0,001 0,045 + 0,001
100 Mio -0,004 + 0,001 0,045 £ 0,001
0,2 1 Mio -0,004 £+ 0,001 0,045 £ 0,001
10 Mio  -0,004 + 0,001 0,045 £ 0,001
100 Mio -0,004 + 0,001 0,045 £+ 0,001
20 0,1 1 Mio -0,0053 £ 0,0007 0,0203 £ 0,0006
10 Mio  -0,0042 £ 0,0007 0,0193 £ 0,0006
100 Mio -0,0051 £ 0,0007 0,0190 £ 0,0006
0,2 1 Mio -0,0061 £ 0,0007 0,0190 4+ 0,0006
10 Mio  -0,0030 £ 0,0007 0,0194 + 0,0006
100 Mio -0,0031 + 0,0007 0,0203 £ 0,0006
30 0,1 1 Mio -0,0159 + 0,0006 0,0180 £ 0,0005
10 Mio  -0,0059 £ 0,0006 0,0175 £ 0,0005
100 Mio -0,0066 £ 0,0006 0,0171 £ 0,0005
0,2 1 Mio -0,0112 £ 0,0006 0,0168 £ 0,0005
10 Mio  -0,0030 +£ 0,0006 0,0170 £ 0,0005
100 Mio -0,0057 £ 0,0006 0,0170 £ 0,0005
40 0,1 1 Mio -0,0238 + 0,0005 0,0160 £ 0,0005
10 Mio  -0,0086 £ 0,0005 0,0153 &£ 0,0004
100 Mio -0,0096 £ 0,0005 0,0152 £ 0,0004
0,2 1 Mio -0,018 £ 0,001  0,0157 £ 0,0005
10 Mio  -0,0051 £ 0,0005 0,0145 + 0,0004

100 Mio

-0,0090 =+ 0,0005

0,0153 £ 0,0004
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Tabelle A.6: Systematische Unsicherheiten auf m? durch Analyse mit extra-
hierten inelastischen Energieverlustfunktionen inklusive nachtriglicher Be-
riicksichtigung elastischer Streuung. Es wird differenziert zwischen unterschied-
lichen Analyseintervallen, unterschiedlichen Standardabweichungen sg der Energie-
verteilung der Elektronen und unterschiedlichen Anzahlen # e~ von Elektronen pro

simuliertem Messintervall.

Analyseintervall (eV) sg (eV) # e Am?2 ((eV)?) Ostar ((€V)?)
10 0,1 1 Mio -0,002 £ 0,001 0,0437 £ 0,0008
10 Mio  -0,002 +£ 0,001 0,0437 £ 0,0008
100 Mio -0,002 + 0,001 0,0437 + 0,0008
0,2 1 Mio -0,002 £ 0,001 0,0437 + 0,0008
10 Mio  -0,002 % 0,001 0,0437 £ 0,0008
100 Mio -0,002 % 0,001 0,0437 £ 0,0008
20 0,1 1 Mio -0,0034 £ 0,0007  0,0198 £ 0,0005
10 Mio  -0,0010 £ 0,0007  0,0197 £ 0,0005
100 Mio -0,0012 £ 0,0007  0,0195 £ 0,0005
0,2 1 Mio -0,0021 £ 0,0007  0,0194 +£ 0,0005
10 Mio  +0,0002 £ 0,0007 0,0194 £ 0,0005
100 Mio -0,0004 £ 0,0007  0,0194 £ 0,0005
30 0,1 1 Mio -0,0136 4+ 0,0006  0,0176 4 0,0005
10 Mio  -0,0044 £ 0,0006  0,0156 £ 0,0005
100 Mio  -0,0047 £ 0,0006  0,0161 £ 0,0005
0,2 1 Mio -0,0096 £+ 0,0006  0,0163 £ 0,0005
10 Mio  -0,0002 £ 0,0005  0,0154 £ 0,0004
100 Mio -0,0042 £ 0,0006  0,0158 £ 0,0005
40 0,1 1 Mio -0,0213 £+ 0,0005  0,0160 £ 0,0005
10 Mio  -0,0063 £ 0,0005  0,0152 £ 0,0004
100 Mio -0,0070 £ 0,0005  0,0148 £ 0,0004
0,2 1 Mio -0,0157 £ 0,0005 0,0157 £ 0,0005
10 Mio  -0,0024 £ 0,0005  0,0144 + 0,0004

100 Mio

-0,0063 %+ 0,0005

0,0152 £ 0,0004
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A. Simulationsergebnisse

A.2 Ergebnisse aus dem Teilchentracking

In diesem Anhang sind die Simulationsergebnisse aus Kap. [5|zusammengetragen. Das
Teilchentracking mit Kassiopeia wurde im Hinblick auf inelastische Streuprozesse
innerhalb der Tritiumquelle durchgefiihrt und ausgewertet.

Tabelle A.7: Trackingergebnisse mit einer Startenergieverteilung der Breite
sg = 0,1 eV. Insgemsamt wurden 108 Elektronen getrackt, wovon 26045 Elektronen
als nicht detektiert gewertet wurden. Diese Elektronen besaflen nach Streuprozessen
einen zu grofien Winkel, um transmittiert zu werden.

# inel. # detekt. detekt. relative Un- relative Abweichung zu
Streuungen  Elektr. Elektr. (%) sicherheit (%) num. Berechnung (%)
0 36775364 36,7754 0,017 -0,1240,02

1 36738825 36,7388 0,017 -0,134+0,02

2 18391280 18,3913 0,023 0,07£0,02

3 6151758 6,1518 0,040 0,51+£0,04

4 1545121 1,5451 0,080 1,0740,08

5 310458 0,3105 0,18 1,63£0,18

6 52444 0,0524 0,44 3,10+0,45

7 7607 0,0076 1,15 4,8+1,2

8 968 0,0010 3,21 6,84+3,4

9 117 0,0001 9,25 16£10

>9 13 0,0000
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Tabelle A.8: Trackingergebnisse mit einer Startenergieverteilung der Brei-
te sg = 0,2 eV. Insgemsamt wurden 1,0039 - 10® Elektronen getrackt, wovon 26062
Elektronen als nicht detektiert gewertet wurden. Diese Elektronen besalen nach Streu-
prozessen einen zu groffen Winkel, um transmittiert zu werden.

# inel. # detekt. detekt. relative Un- relative Abweichung zu
Streuungen  Elektr. Elektr. (%) sicherheit (%) num. Berechnung (%)
0 36915879 36,7725 0,017 -0,13+0,02

1 36885014 36,7417 0,017 -0,13+0,02

2 18468632 18,3969 0,023 0,11+0,02

3 6169370  6.1454 0,040 0,4140,04

4 1551576 1,5456 0,080 1,10£0,08

) 312315 0,3111 0,18 1,8440,18

6 52437 0,0522 0,44 2,69+0,45

7 7511 0,0075 1,15 3,1£1,2

8 1059 0,0011 3,07 16,3£3,6

9 118 0,0001 9,21 16£10

>9 27 0,0000
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