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1 Einführung 1

1.1 Neutrinophysik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Messung der Neutrinomasse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Neutrinomasse aus dem Tritiumbetazerfall . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.2 Neutrinomassenexperimente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Das KATRIN Experiment 9

2.1 Messprinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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1. Einführung

Die Neutrinomasse spielt eine wichtige Rolle in Kosmologie, Teilchen- und Astrophy-
sik. Deshalb wurde seit längerem durch verschiedene experimentelle Methoden versucht,
die absolute Größe der Neutrinomasse zu bestimmen. Allerdings konnte bis heute trotz
zahlreicher Austrengungen nur eine Obergrenze von mν < 2,3 eV/c2 ermittelt werden.
Das Karlsruhe Tritium Neutrino Experiment (KATRIN) hat die Bestimmung der Neu-
trinomasse anhand des β-Spektrums einer gasförmigen Tritiumquelle mit einer bisher
unerreichten Sensitivität von 0,2 eV/c2 (90% C. L.) zum Ziel. In der geplanten drei-
jährigen Messphase sind sowohl die Genauigkeit als auch Stabilität der Quell- und
Spektrometerparameter von entscheidender Bedeutung, da ihre Fluktuation σ zu einer
Verschiebung ∆m2

ν des Messergebnises der Neutrinomasse mit ∆m2
ν = −2σ2 führt. So-

mit müssen solche Unsicherheiten durch umfangreiche Kalibrationen und permanentes
Monitoring von Schlüsselparametern eingeschränkt werden. Obwohl strenge Anforde-
rungen an die systematischen Fehler bestehen, gibt es im KATRIN Experiment unver-
meidbare Effekte, die die Messwerte verändern können. Für diese Arbeit von besonde-
rer Bedeutung ist der Einfluss des elektrischen Potentials, welches von der unbekannten
räumlichen Ladungsverteilung der Tritiumionen in der Quelle verursacht wird. Um die
gewünschte Design-Sensitivität zu erreichen, muss das Quellpotential und sein Einfluss
auf das β-Spektrum genau bestimmt werden. Dadurch kann das theoretisch erwartete
β-Spektrum in entsprechender Weise modifiziert werden.
Zu diesem Zweck wird ein sogenannter ’Kryptonmodus’ bei KATRIN verwendet. Hierbei
wird für die Messung der möglichen Fluktuation des Quellpotentials ein geringer Anteil
von 83mKr in die Quelle injiziert. Durch die genaue Messung des Krypton-Spektrums
kann dann die Potentialverteilung entlang der Quelle ermittelt werden.
Das Ziel der Arbeit bestand in der Entwicklung von Algorithmen, die unter Berücksich-
tigung aller Aspekte der Quelle sowie einer präzisen Beschreibung des Zerfallsprozes-
ses das zu erwartende Krypton-Spektrum berechnen. Zur Bestimmung der Potential-
Verteilung wurde schwerpunktmäßig eine neue Analysemethode entwickelt, und an ei-
nigen Beispielpotentialen getestet.
Nach einer allgemeinen Einführung in die Thematik der Neutrinomassenbestimmung in
diesem Kapitel wird in Kap. 2 zunächst das KATRIN Experiment vorgestellt. In Kap. 3
werden die theoretischen und experimentellen Grundlagen zur Verwendung von Kryp-
ton als Quelle von wohldefinierten Konversionselektronen diskutiert. Die im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Simulationen und Analysemethoden werden schließlich in
Kap. 4 vorgestellt.
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Abbildung 1.1: Feynman-Diagramm des β-Zerfalls.

1.1 Neutrinophysik

Wolfgang Pauli hat im Jahre 1930 das Neutrino postuliert, um die kinematischen und
spinstatistischen Widersprüche beim radioaktiven β-Zerfall aufzuheben [1]. Bevor das
Neutrino als hypothetisches Teilchen eingeführt wurde, wurde der β−-Zerfall als einfa-
cher Zwei-Körper-Prozess

B(A, Z) Ð→ C(A, Z + 1) + e−, (1.1)

mit dem Mutterkern B(A, Z) (A Nukleonen und Z Protonen) und Tochterkern (A
Nukleonen und Z +1 Protonen) angesehen. Bei ruhendem Mutterkern B ergibt sich aus
der Energieerhaltung die kinetische Energie von Tochterkern A und e− zu

Ekin = mB − mC − me− , (1.2)

wobei bei gleichem, entgegengesetztem Impuls p von C und e− die kinetische Ener-
gie ECkin = p2/2mC gegenüber Ee−kin = p2/2me− vernachlässigt wurde. Die kinetische
Energie des Elektrons sollte dementsprechend fest sein: Ee−kin = Ekin. Dies impliziert
ein monoenergetisches Spektrum, das im Widerspruch zur Beobachtung eines konti-
nuierlichen Energiespektrums im β-Zerfall stand. Pauli postuliert deshalb die Existenz
eines nicht beobachteten elektrisch neutralen Teilchens, um die beim Zerfall freiwerden-
de Energie zu verteilen.
Der andere Widerspruch beruht auf der Spin-Statistik. Beim β-Zerfall haben Mutter-
und Tochterkern beide ganzzahligen oder beide halbzahligen Spin. Aber aufgrund der
Drehimpulserhaltung kann der Kernspin im Zerfall nur erhalten bleiben, wenn außer
dem Elektron mit Spin 1

2 noch ein weiteres Spin 1
2 Fermion entsteht, nämlich das Neu-

trino, am β-Zerfall beteiligt ist. Dieses Problem wird durch ein zusätzliches Teilchen im
β-Zerfall ebenfalls gelöst: Ein in B gebundenes Neutron zerfällt in ein Proton von C,
ein Elektron und ein nicht beobachtetes Elektron-Antineutrino ν̄e (Abb. 1.1):

n Ð→ p + e− + ν̄e. (1.3)
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Neutrinos im Standardmodell

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik umfasst als Stützpfeiler die verein-
heitlichte Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung und die Quantenchromodyna-
mik [2]. Dabei wird die elektromagnetische Wechselwirkung durch die Quantenelektro-
dynamik (QED) mit der abelschen Eichgruppe U(1) beschrieben, während die schwache
Wechselwirkung der Eichtheorie mit der nicht-abelschen Gruppe SU(2) entspricht. Bei-
de werden durch die SU(2)×U(1) Gruppe als elektroschwache Wechselwirkung gemein-
sam beschrieben. Die Austauschteilchen der elektroschwachen Wechselwirkung sind die
massiven W +-, W −- und Z0-Bosonen, sowie das masselose Photon γ. Dazu kommt die
starke Wechselwirkung im Rahmen der Quantenchromodynamik mit der Eichgruppe
SU(3), deren Austauschteilchen 8 verschiedenen Gluonen g umfassen. Deshalb wird
das Standardmodell als das SU(3) × SU(2) ×U(1)-Modell bezeichnet, in dem die Ele-
mentarteilchen aus je drei Familien von Leptonen

( νe
e

) , ( νµ
µ

) , ( ντ
τ

)

und drei Familien Quarks

( u
d

) , ( c
s

) , ( t
b

) .

bestehen.
Die drei Generationen an fundamentalen Quarks, die Eigenzustände der Eichgruppe
SU(3) darstellen, tragen als weitere Quantenzahl verschiedene Farbladungen: r (rot), b
(blau) und g (grün). Gluonen tragen auch Farbladungen und wechselwirken daher un-
tereinander. Die Bosonen der schwachen Wechselwirkung, die selbst schwache Ladung
tragen, koppeln ebenfalls aneinander.
Die Quarks und Leptonen sind Fermionen mit Spin 1/2. Diese 6 Quarks werden u (up),
d (down), c (charm), s (strange), t (top) und b (bottom) genannt. Davon haben u, c
und t die Ladungszahl +2/3, die drei anderen -1/3. Hingegen haben die drei Lepto-
nen Elektron (e), Myon (µ) und Tau (τ) die Ladungszahl -1, während das Elektron-
(νe), das Myon- (νµ) und das Tau-Neutrino (ντ ) elektrisch neutral sind. Zu allen diesen
Fermionen gibt es die entsprechenden Antifermionen mit gleicher Masse, aber entge-
gengesetzter elektrischer Ladung. Beispielsweise ist das Elektron-Antineutrino als ν̄e
bezeichnet.
Bei allen drei Eichwechselwirkungen bleiben Energie, Impuls, Drehimpuls, Ladung, Ba-
ryonenzahl und die drei Familienleptonenzahlen (Le, Lµ, Lτ )1 erhalten. Aufgrund der
Existenz des Elektron-Antineutrinos ν̄e genügt der β-Zerfall (siehe Gl. 1.3) diesen Er-
haltungssätzen. Die Paritäten P und C bleiben bei der starken und der elektroma-

1Die Leptonenzahl einer Familie ist definiert durch:

Ll = N(l) − N(l̄) + N(νl) − N(ν̄l) (1.4)

mit der Zahl der entsprechenden Lepton N für l = e, µ, τ . Bei der Propagation eines Neutrinos wird Ll

durch Neutrino-Oszillationen verletzt.
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gnetischen Wechselwirkung erhalten, aber bei der schwachen Wechselwirkung wurde
zunächst die Paritäts- und später die CP -Verletzung experimentell nachgewiesen. Im
Standardmodell wurde zunächst postuliert, dass ein Neutrino νl immer linkshändig mit
einer Helizität H = −1 und ein Antineutrino ν̄l immer rechtshändig mit H = +1 ist.
Nach der Entdeckung an Neutrino-Oszillationen mit einer nicht verschwindenden Neu-
trinomasse gilt diese Aussage nicht sehr streng.
Im Rahmen des Standardmodells sollten alle Leptonen und die Eichbosonen W +-, W −-,
Z0-Boson und Photon masselos sein, um das Eichsymmetrie zu behalten [3]. Dies stimmt
offensichtlich nicht mit den Beobachtungen überein, da neben Photonen alle geladenen
Fermionen und Eichbosonen endliche Massen besitzen. Ausgehend vom Konzept der
spontanen Symmetriebrechung wurde im Standardmodell das skalare Higgs-Boson po-
stuliert, mit dem die endliche Masse der Fermionen und Eichbosonen zugelassen würden,
ohne die Eichsymmetrie aufzuheben. Die Masse z.B. eines geladenen Leptons könnte
durch die Higgs-Lepton-Kopplungskonstante gl bestimmt werden. Zum Beispiel ergibt
sich für das Elektron e− seine Masse zu

me =
(G

√
2)−1/2√
2

ge, (1.5)

mit der Fermi-Kopplungskonstanten G = 1,166×10−5 GeV−2. Zunächst muss jedoch das
Postulat des Higgs-Bosons experimentell bestätigt werden, um den freien Parameter gl
zu ermitteln.
Die geladenen Leptonen (e, µ, τ) können sowohl an der elektromagnetischen, als auch
an der schwachen Wechselwirkung teilnehmen, während die Quarks an allen drei Wech-
selwirkungen beteiligt sind. Hingegen nehmen die Neutrinos als neutrale Lepton nur an
der schwachen Wechselwirkung teil.

Neutrino-Osizillationen

Bei den atmosphärischen Neutrinos wurde ein von den theoretischen Vorhersagen ab-
weichendes νe/νµ-Verhältnis als Funktion des Zenithwinkels θ nachgewiesen. Dies ist
ein eindeutiger hinweis auf auf Neutrino-Oszillationen, bei denen sich eine Neutrino-
art in eine andere umwandelt. Die Existenz von Neutrino-Oszillationen muss folgenden
Voraussetzungen genügen: Nicht alle drei Neutrinos haben die selbe Masse, und ins-
besondere ist mindestens ein Neutrino nicht masselos. Die Familienleptonenzahl Ll ist
nicht streng erhalten, da die Neutrinoarten untereinander mischen. Dies widerspricht
einem entsprechenden Erhaltungssatz im Standardmodell, ist aber nicht im Konflikt
mit einem fundamentalen Eichprinzip.
Die in den schwachen Wechselwirkung entstehenden Neutrinoarten να mit ihrer spezifi-
schen Familienleptonenzahl Lα werden auch als Flavoureigenzustände ∣να⟩ (νe, νµ, ντ )
bezeichnet. Im allgemeinen haben diese Zustände keine definierte Masse, da sie nicht
die Eigenzustände des Massenoperators sind, sondern vielmehr Linearkombinationen
sind von nicht-entarteten Masseneigenzuständen ∣νi⟩ mit Eigenwerten mi. Diese Fla-
voureigenzustände ∣να⟩ sind über eine unitäre Mischungsmatrix U von den Massenei-
genzuständen ∣νi⟩ verknüpft:

∣να⟩ =
3

∑
i=1
Uαi ∣νi⟩ (1.6)
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Die ∣νi⟩-Zustände am Anfang entwickeln sich in der Zeit mit unterschiedlichen Phasen

∣νi(t)⟩ = exp(−iEit) ∣νi⟩ (1.7)

mit den Eigenwerten Ei des Hamiltonoperators. Ein ursprünglich reiner Flavourzustand
∣να⟩ kann aufgrund der zeitabhängigen Mischung in einen anderen Zustand übergehen,
wenn die Eigenwerte aller Zuständen nicht identisch sind

mi − mj ≠ 0 für i ≠ j. (1.8)

Dadurch wird im Experiment eine andere neue Neutrinoart ∣νβ⟩ mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit P (α → β) zu einem Zeitpunkt t nachgewiesen. Es gilt

P (α → β, t) = δαβ − 2Re∑
j>i
UαiU

∗
αjU

∗
βiUβj[1 − exp(−i∆ij)] (1.9)

mit der Phasendifferenz

∆ij = (Ei − Ej)t =
m2
i −m2

j

2
⋅ L
E
, (1.10)

wobei E die Neutrinoenergie und L der Abstand zwischen der Neutrinoquelle und dem
Detektor ist.
Neutrino-Oszillationen wurden bereits mit unterschiedlichen Experimenten nachgewie-
sen. Von besonderem Interesse ist dabei neben der Bestimmung der Amplitude sin2 2θij
besonders der Parameter ∆m2

ij , d.h. die Differenz der Massenquadrate zwischen den
verschiedenen Massenzuständen. Aus der Untersuchung der Oszillation atmosphärischer
Neutrinos νµ ↔ ντ ergibt sich hierfür [4]

5 ⋅ 10−4 eV2 < ∆m2
atmos < 6 ⋅ 10−3 eV2, (1.11)

und aus den Messungen der Oszillation von solaren Neutrinos νe ↔ νµ,τ [5]

5 ⋅ 10−5 eV2 < ∆m2
solar < 12 ⋅ 10−5 eV2. (1.12)

Durch Oszillationsexperimente können nur Massenunterschiede analysiert werden, die
absolute Neutrinomasse lässt sich durch dieses Interferenzphänomen nicht bestimmen.
Für die Bestimmung der absoluten Neutrinomasse, die für die Teilchenphysik und die
Entwicklung von kosmologischen Modellen eine wichtige Rolle spielt, müssen metho-
disch andersgeartete Experimente zur direkten Messung durchgeführt werden.

1.2 Messung der Neutrinomasse

1.2.1 Neutrinomasse aus dem Tritiumbetazerfall

Die einzige Möglichkeit um die Neutrinomasse direkt und modellunabhängig zu bestim-
men basiert auf Untersuchungen zur Kinematik des β-Zerfalls in Gl. 1.3. Ausgehend von
der Energie- und Impulserhaltung ist das β-Spektrum gegeben durch [6]

dN

dE
= C ⋅F (Z, E) ⋅pe(E +mec

2)(E0 −E)
√

(E0 −E)2 −m2
νc

4Θ(E0 −E −mνc
2), (1.13)
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wobei

C = g2V
2π3c5h̵7

∣M ∣2 = G2
F cos2 θC

2π3h̵7c5
(g2V + 3g2A). (1.14)

GF ist hierbei die Fermi-Konstante und θC der Cabibbo-Winkel, gV und gA bezeichnen
die Vektor- und Axialvektor-Kopplungskonstanten der schwachen Wechselwirkung mit
gV = GF ⋅ cos θC , während M das Übergangsmatrixelement des β-Zerfalls darstellt.
Der Parameter F (E, Z) ist die bekannte Fermi-Funktion, durch die die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen auslaufendem e− und Tochterkern einschließlich der Abschir-
mung der Kernladung durch die Hüllenelektronen berücksichtigt wird. Diese Fermi-
Funktion bewirkt eine Korrektur des β-Spektrums, die umso stärker von eins abweicht,
je größer Z ist. Für einen β−-Zerfall ist F (E, Z) > 1, da mit der Coulombanziehung die
Energie des Elektrons vergrößert wird, so dass der Phasenraum größer als der durch E
berechnete Phasenraum ist. F (E, Z) ergibt in guter Approximation zu [7]:

F (E, Z) = x

1 − e−x , x = 2πZα

β
(1.15)

mit der Feinstrukturkonstanten α und β = υe/c. Mit den empirischen Werten a0 =
1,002037 und a1 = −0,001427 [8] wird die Fermi-Funktion beschrieben durch

F (E, Z) = x

1 − e−x ⋅ (a0 + a1β). (1.16)

Außer der Fermi-Funktion und der Heaviside-Funktion Θ, die die Energieerhaltung ge-
währleistet, sind die restlichen Größen wie der Impuls pe und die kinetische Energie E
des Elektrons wohldefinierte und experimentell genau bestimmbare kinetische Größen.
Der Endpunkt E0 und das Neutrinomassequadrat m2

ν bestimmen die Form des Spek-
trums nahe am Endpunkt E0. Das Maximum der kinetischen Energie des Elektrons im
Fall mν = 0 entspricht gerade E0, bei einer nicht verschwindenden Neutrinomasse befin-
det sich der Endpunkt des β-Spektrums unterhalb von E0, da die zur Generierung der
Neutrinomasse erforderliche Energie nicht zur Verfügung steht. Im Experiment wird der
Einfluss der Neutrinomasse auf die Form des Spektrums nahe des Endpunkts E0 mit
hoher Sensitivität gemessen und dadurch die Neutrinomasse ermittelt (siehe Abb. 1.2).
In allen bisherigen Experimenten wird der β-Zerfall von Tritium benutzt. Die Gründe

dafür werden in Kap. 2.1 erläutert.

1.2.2 Neutrinomassenexperimente

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass die Masse des Elektron-Antineutrinos in Ex-
perimenten zum β-Zerfall gemessen werden kann. In einem solchen Experiment wird
das Spektrum der β-Elektronen mit höchster experimenteller Präzision gemessen und
anhand der Kinematik des Drei-Körper-Prozesses wird auf die Energie bzw. die Masse
des Neutrinos zurückgeschlossen.
Seit längerer Zeit wird mit immer besserer experimenteller Genauigkeit versucht, die
Neutrinomasse über den Tritium-β-Zerfall zu bestimmen. Exemplarisch werden im Fol-
genden die beiden Vorgängerexperimente vorgestellt. dies sind das Mainzer [10] und das
Troitsker [11] Neutrinomassen-Experiment.
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Abbildung 1.2: Einfluss der Neutrinomasse auf das β-Spektrum nahe des End-

punkts [9]. a) das Tritium-β-Spektrum im kompletten Energiebereich und b) die Ab-

weichung am Endpunkt aufgrund einer Masse des Antielektronneutrinos von mν = 1 eV.

Abbildung 1.3: Foto des Spektrometers im Troitsk Experiment.
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Abbildung 1.4: Aufbau des Mainzer Neutrinomasse Experiment.

Beide Experimente verwendeten einen MAC-E-Filter (siehe Kap. 2.1) zur Energieana-
lyse der β-Elektronen. Dabei sind die Ausmasse der Spektrometer kleiner und damit die
experimentelle Präzision bei der β-Spektroskopie deutlich geringer als beim KATRIN
Experiment. Das bis 2008 verwendete Spektrometer in Troitsk hatte einen Durchmesser
von 1,5 m und eine Länge von 7 m, während es im Mainzer Experiment einen Durch-
messer von 1 m und eine Länge von 4 m besitzt. Der Hauptunterschied zwischen beiden
genannten Experimenten besteht in der Tritiumquelle. In Troitsk wurde eine fensterlose
gasförmige Tritiumquelle verwendet, die zuvor in einem Experiment bei Los Alamos [12]
entwickelt wurde. Diese Quelle befand sich in einem 3 m langen Strahlrohr mit einem
Durchmesser von 50 mm. Die Quelle des Mainzer Experiments bestand aus quench
kondensiertem molekularem Tritium T2, das in 40 Monoschichten auf ein 2,8 K kaltes
Aluminiumsubstrat aufgefroren war.
Aus den Messdaten des Troitsker Experiments über eine insgesamt 200 Tage lange

Messphase vom Jahr 1994 bis 2001 wurde als Ergebnis für das Quadrat der Elektron-
Antineutrinomasse angegeben:

m2(ν̄e) = −2,3 ± 2,5 ± 2,0 eV22. (1.17)

Damit ergibt sich die Obergrenze der Elektron-Neutrinomasse

m(ν̄e) < 2,05 eV (95% C.L.). (1.18)

Das Mainzer Experiment hat eine vergleichbare Genauigkeit erreicht:

m2(ν̄e) = −0,6 ± 2,2 ± 2,1 eV2 (1.19)

m(νe) < 2,3 eV (95% C.L.). (1.20)

Die beiden Experimente haben damit das weltweit bisher beste Ergebnis für die direkte
Messung der Elektron-Neutrinomasse geliefert. Ihre Sensitivität für die Neutrinomasse
ist aber aufgrund der gewählten Quellstärke des Tritium und der erzielten Spektrome-
terauflösung beschränkt und erlaubt nicht, in den teilchenphysikalisch und kosmologisch
besonders interessanten sub-eV Neutrinomassenbereich vorzustossen.

2In dieser Arbeit werden Massen in eV angegeben mit der Konvention c = 1.



2. Das KATRIN Experiment

Das Karlsruhe Tritium Neutrino Experiment (KATRIN) [9] am Campus Nord des Karls-
ruher Instituts für Technologie (KIT) hat das Ziel, die Neutrinomasse mit einer bisher
nicht erreichten Sensitivität vonmν = 200 meV zu bestimmen. Der Vorteil von KATRIN
gegenüber anderen Experimenten ist die Modellunabhängigkeit: das Messprinzip beruht
auf rein kinematischen Messgrößen sowie dem Grundsatz der Energie- und Impulser-
haltung. Im Vergleich mit den Vorgängerexperimenten in Mainz und Troitsk ist die
Sensitivität auf die experimentelle Observable m2

ν um einen Faktor 100 erhöht. Dies
führt zu hohen Anforderungen an die Auslegung des Experimentes.

2.1 Messprinzip

Wie in Kap. 1.2.1 erklärt wurde, ermöglicht die Messung der Kinematik des β-Zerfalls
eine modellunabhängige direkte Massenbestimmung des Elektronantineutrinos. Für das
KATRIN Experiment wird das Wasserstoffisotop Tritium 3H verwendet, wobei ein Tri-
tiumkern in den Tochterkern He unter der Emission eines Elektrons und Elektronanti-
neutrinos

3H Ð→ 3He+ + e− + ν̄e (2.1)

übergeht.
Die Auswahl von Tritium als Quelle des β-Zerfall ist unter der Berücksichtigung der
folgenden Gründe getroffen worden:

1. Tritium hat eine relativ geringe Halbwertszeit von T1/2 = 12,3 Jahre. Im Vergleich
zum Element Rhenium-187, das den niedrigsten Endpunkt, aber eine Halbwertszeit von
T1/2 = 4,35 ⋅1010 Jahre besitzt, genügt damit schon eine relativ geringe Menge Tritium,
um eine ausreichende Zerfallsaktivität zu erreichen.

2. Der Endpunkt von Tritium E0 ≈ 18,6 keV ist der zweitniedrigste von allen Beta-
strahlern. Dies ist von Vorteil, da die Zählrate im Energiebereich nahe des Endpunkts
nur sehr gering und proportional zu 1/E3

0 ist.

3. Tritium sowie der Tochterkern 3He+ verfügen über einfache und damit präzise be-
rechenbare Elektronenkonfigurationen. Tritium hat sehr ähnliche physikalische Eigen-
schaften wie das Isotop Wasserstoff, das bereits genau studiert wurde.

Da im KATRIN Experiment molekulares Tritium T2 verwendet wird, muss die Be-
rechnung des β-Spektrums für den Zerfall

T2 Ð→ 3HeT+ + e− + ν̄e. (2.2)
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des MAC-E-Filters [9]. Elektronen

aus der Quelle werden auf Zyklotronbahnen entlang der Magnetfeldlinien von links

in das Spektrometer geführt. Das Magnetfeld fällt vom Erzeugungsort der Elektronen

BS = 3,6 T zur Analysierebene Bmin = 3 ⋅ 10−4 T hin über vier Größenordnungen ab.

Unten wird gezeigt, wie die Orientierung des Elektronenimpuls durch den Magnetfeld-

gradienten variiert.

aufgrund der verschiedenen Endzustände des Tochtermoleküls 3HeT+ geringfügig mo-
difiziert werden (siehe Kap. 4.1.2).

Für die Vermessung des Endpunktes des Tritium β-Spektrums verwendet das KATRIN
Experiment ein elektromagnetisches Spektrometer, einen sogenannten MAC-E-Filter
(Magnetic Adiabatic Collimation combined with an Electrostatic Filter), der in Abb. 2.1
dargestellt ist. Der MAC-E-Filter besteht aus zwei supraleitenden Solenoiden, die ein
inhomogenes Führungsfeld erzeugen, und zylindrischen Elektroden, an die eine Retar-
dierungsspannung angelegt wird. Die durch β-Zerfälle in der Quelle emittierten Elek-
tronen werden in Spiralbahnen um die Magnetfeldlinien geführt. Davon kann maximal
die Hälfte der Elektronen den Detektor erreichen, da die andere Hälfte aufgrund der
isotropen Winkelverteilung beim β-Zerfall in die entgegengesetzte Richtung emittiert
wird. Die Elektronen besitzen verschiedene kinetische Energien E = E� + E∥, die sich
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aus einem transversalen Anteil E�, der sich in einer Zyklotronbewegung um die Feldli-
nien manifestiert, und einem longitudinalen Anteil E∥, der die Elektronen entlang der

Feldlinien bewegt, zusammensetzt. Bei einer adiabatischen Änderung der Magnetfeld-
stärke folgt der Erhaltungssatz des magnetischen Moments µ der Elektronen, das sich
für eine Zyklotronbewegung im Magnetfeld B ergibt zu

µ = e

2me
∣l⃗∣ = E�

B
= const. (2.3)

Wird das magnetische Feld kleiner, so nimmt auch die transversale kinetische Ener-
gie E� ab, während die zur Achse parallele Energie E∥ entsprechend zunehmen muss.
Die Impulsrichtung der Elektronen, die am Anfang im starken Quellmagnetfeld isotrop
verteilt ist, wird daher durch den großen Abfall zum schwachen Magnetfeld in der Ana-
lysierebene in ein quasi paralleles Impulsfeld transformiert.
Mit einer Gegenspannung U0 an den Elektroden werden die in das Spektrometer ein-
tretenden Elektronen abgebremst. Nur die Elektronen mit einer kinetischen Energie
größer als die potentielle Energie des Spektrometers qU haben die Möglichkeit, dass sie
die Retardierungsspannung überwinden und vom Detektor nachgewiesen werden. Ein
MAC-E-Filter funktioniert daher als Hochpass. Dementsprechend kann das integrale
Betaspektrum damit analysiert werden. Da das Magnetfeld in der Analysierebene nicht
absolut verschwinden kann (Erhaltung des magnetischen Flusses), verbleibt ein gewisser
Anteil der transversalen Energie. Dadurch ergibt sich die Energieauflösung ∆E eines
solchen Spektrometers durch

∆E

E
= Bmin

Bmax
. (2.4)

Für die gasförmige Tritiumquelle ist es vorteilhaft, wenn die Elektronen möglichst kurze
Wege in der Quelle zurücklegen, um die Wahrscheinlichkeit von inelastischen Streuun-
gen mit den Tritiummolekülen zu verringern. Durch geeignete Wahl des Magnetfelds
BS werden Elektronen mit einem großen Startwinkel relativ zur Achse (welche große
radiale Impuls besitzen und damit langen spiralen Weg erfahren) durch den magneti-
schen Spiegeleffekt reflektiert. Der maximale Startwinkel θmax, mit dem die Elektronen
in den Spektrometer eintreten können, ergibt sich zu

sin θmax =
√

BS

Bmax
. (2.5)

2.2 Überblick des Experiments

Das theoretische Messprinzip eines MAC-E-Filters wurde im letzten Abschnitt vorge-
stellt. An dieser Stelle wird nun die experimetelle Umsetzung bei KATRIN erläutert.
Der Aufbau des KATRIN Experiments besteht aus fünf Hauptkomponenten, die über
eine Gesamtlänge von 70 m miteinander kombiniert werden (siehe Abb. 2.2). Das hoch-
reine molekulare Tritium wird in der Mitte der Tritiumquelle injiziert und an den beiden
Enden über die Pumpstrecken zum größten Teil abgepumpt. In der Transportstrecke
werden die restliche Tritiummoleküle durch die DPS2-F und CPS weiter abgepumpt, so
dass der Gasfluss um einen weiteren Faktor von 1012 reduziert wird. Außerdem werden
die beim β-Zerfall entstehenden Elektronen magnetisch vollständig adiabatisch zum
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Rear section

Tritiumquelle
Transportsektion

Vor- und Hauptspektrometer

Detektor

70 m

Abbildung 2.2: Aufbau des KATRIN Experiments [9]. Im KATRIN Experiment

spielen die fünf Hauptkomponenten spezifische Rollen: die Tritiumquelle (WGTS) ent-

hält das hochreine molekulare Tritium. Die Transportsektion leitet die aus der Quelle

ausgetretenen Elektronen weiter, während die Tritiummoleküle durch Turbomolekular-

pumpen (DPS) und Kryosorption (CPS) entfernt werden. Wenn die Elektronen das Vor-

und Hauptspektrometer passieren, werden sie schließlich vom Detektor nachgewiesen.

Die Rearsection dient zur Überwachung der Quelle.

Vor- und Hauptspektrometer weitergeleitet. Die zwei Spektrometer arbeiten nach dem
MAC-E-Filter Prinzip. Im Vorspektrometer werden alle niederenergetischen Elektronen
herausgefiltert, so dass nur die für die Analyse interessanten Elektronen nahe dem End-
punkt das Hauptspektrometer erreichen können. Im Hauptspektrometer findet dann die
präzise Energiemessung statt. Die Elektronen, die ausreichend Energie besitzen, um das
Spektrometerpotential zu überwinden, werden im Detektor nachgewiesen.
Im Folgenden werden die einzelnen Komponenten vorgestellt.

2.2.1 Tritiumquelle

Im KATRIN Experiment wird eine fensterlose gasförmige Tritiumquelle (WGTS) ver-
wendet, die eine hohe Luminosität und geringe systematische Unsicherheiten ermöglicht.
Solch eine Tritiumquelle wurde erstmals im LANL Experiment [13] eingeführt und spä-
ter im Troitsk Experiment [14] weiter entwickelt.

Aufbau der WGTS

Der Vorteil der fensterlosen WGTS ist, dass die Elektronen beim Durchgang durch
die WGTS neben den inelastischen und elastischen Stößen mit den Gasatomen und
-molekülen keine Energieverluste erfahren, da die beiden Enden offen sind. Allerdings
werden durch dieses Prinzip zusätzliche extrem effektive Reduktionsprozesse für die
Tritiummolküle benötigt, um den Untergrund aus den β-Zerfällen im Spektrometer zu
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Abbildung 2.3: Der WGTS-Kryostat: Ansichtszeichnung der ACCEL Instrum.

GmbH.

vermeiden. In Abb. 2.4 wird der Aufbau der WGTS schematisch gezeigt.
Die WGTS besteht aus einem 10 m langen Strahlrohr mit dem inneren Durchmesser

von d = 90 mm und den an beiden Enden angeschlossenen differentiellen Pumpstrecken
(DPS1-F/DPS1-R). In der Mitte der WGTS wird das Tritium in einer Injektionskam-
mer durch mehr als 400 kleine Löcher bei niedrigem Druck (pin = 3,35 ⋅ 10−3 mbar)
eingeleitet. Von dort diffundieren die Tritiummoleküle in beide Richtungen und werden
am Ende von den an die WGTS angeschlossenen Turbomolekularpumpen mit einem
Gesamtreduktionsfaktor von 100 abgepumpt. Dieses abgepumpte Tritium wird durch
einen inneren Tritiumkreislauf wieder in den Tritium-Behälter zugeführt, der für die
unterbrechungsfreie Zuführung des Tritiums dient. Die nach der DPS1-F Einheit noch
verbleibenden Tritiummoleküle bewegen sich weiter in die Transportsektion.
Die WGTS wird von mit Flüssig-Helium gekühlten supraleitenden Solenoiden umgeben
(siehe Abb. 2.4), die ein Magnetfeld BS = 3,6 T zur adiabatischen Führung der Elektro-
nen zum Spektrometer erzeugen.
Eine niedrige kryogene Temperatur der Tritiumquelle von T = 30 K wird ausgewählt,
damit auch bei niedrigem Druck die gewünschte Tritiumsäulendichte1 erreicht werden
kann. Bei niedriger Temperatur besitzt ein Molekül außerdem eine geringere thermische
Geschwindigkeit und damit wird der Dopplereffekt verringert. Trotzdem kann die Tem-
peratur der Quelle nicht noch weiter abgesenkt werden, da es sonst zur Clusterbildung

1Die Säulendichte ρd ist eine Größe, die die entlang der Quellachse die integrierte Dichte an Quell-

molekülen pro Einheitsfläche cm2 beschreibt.
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Abbildung 2.4: Schematischer Aufbau der WGTS [9].

der Tritiummoleküle (T4, T6, T8, . . . ) kommt oder Tritium an den kalten Wänden
adsorbiert wird. Zur Temperaturstabilisierung der WGTS werden Kühlrohre, in denen
ein Zwei-Phasen-Gemisch von Neon als Arbeitsmedium zirkuliert, auf beiden Seiten des
Strahlrohrs angebracht (siehe Abb. 2.5).
Im für diese Arbeit besonders wichtigen Kryptonmodus (Kap. 3) wird gasförmiges

Krypton als Kalibrationsquelle in die WGTS eingebracht. Um das Anfrieren der Kryp-
tonatome zu vermeiden, muss die Temperatur der WGTS mit einer Tritium-Krypton
Quelle auf 120 K erhöht werden. In diesem Temperaturbereich wird das flüssige Neon
als Arbeitsmedium des Kühlsystems durch flüssiges Argon ersetzt. Das gesamte System
mit Strahlrohr, Kühlsystem und Tritiumzuleitung wird von einem inneren Wärmeschild
eingeschlossen, mit dem die Wärmeübertragung und Wärmestrahlung abgeschirmt weit-
gehend werden können.

Eigenschaften der Tritiumquelle

Die spezifische Eigenschaften der Tritiumquelle im KATRIN Experiment sind ausge-
legt für eine optimierte Sensitivität für die Neutrinomasse mν . Das vom Tritiumlabor
Karlsruhe bereitgestellte Tritium hat die geforderte Tritiumreinheit von εT2 > 95 %.
Um die Anzahl der Tritiummoleküle in der WGTS während der Messzeit konstant zu
halten, muss der Einlassdruck pin sowie der Tritiumdurchsatz q über lange Zeiträume
konstant gehalten werden. Für die gewünschte Säulendichte ρd = 5 ⋅ 1017 cm−2 ergeben
sich pin = 3,35 ⋅ 10−3 mbar und q = 1,9 mbar l/s.

Quellpotential in der WGTS

Die Quellaktivität von Tritium ergibt sich unter diesen Rahmenbedingungen zu rund
1011 Zerfällen pro Sekunde. Beim Durchgang durch die Tritiumquelle kann ein β-
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Abbildung 2.5: Schematischer Querschnitt der WGTS mit Strahlrohr, Küh-

system und Wärmeschild [15].

Elektron durch Ionisation durchschnittlich 15 sekundäre Elektron-Ion-Paare erzeugen.
Obwohl die meisten der positiven Ionen (T+, He+, (3HeT+, T+

2 , . . . ) durch Rekombi-
nationen mit Elektronen kompensiert werden, verbleiben dennoch Raumladungen in-
nerhalb der WGTS, die ein unbekanntes elektrisches Quellpotential erzeugen. Mit der
bestehenden KATRIN Simulation [9] wurde gezeigt, dass die von Raumladungen verur-
sachte Potentialvariation in der WGTS nicht größer als 10 mV sein kann.
Zur Untersuchung des Quellpotentials ist eine direkte experimentelle Messung dieses
essentiellen Parameters unerlässlich. Ein bereits in früheren Experimenten verfolgter
Ansatz ist die Messung der Konversionselektronen aus 83mKr, die in dieser Arbeit de-
tailliert betrachtet wird.

2.2.2 Transportsektion

An den beiden Enden des Strahlrohrs der WGTS wird die differentielle Pumpstrecke
DPS1-F (vorne) und DPS1-R (hinten) angeschlossen. Auf der Rückseite schließt sich
an die DPS1-R die Rear Section an, die zur Systemüberwachung zuständig ist. Auf
der anderen Seite werden die aus der WGTS emittierten Zerfallselektronen durch das
Magnetfeld adiabatisch zum Spektrometer weitergeleitet. Da zwischen der Quelle und
dem Spektrometer kein trennendes Fenster vorhanden ist, wird die Anforderung des
Ultrahochvakuums im Spektrometer nur durch das ständige Abpumpen von Tritium
ermöglicht. Nur mit der DPS1-F kann der gewünschte Reduktionsfaktor von 1014 of-
fensichtlich nicht erreicht werden. Somit wird eine Transportsektion, die für die weitere
Verringerung des Tritiumflusses und die magnetische Führung der Elektronen dient,
zwischen Quelle und Spektrometer installiert. Die Transportsektion besteht aus der
differentiellen Pumpstrecke DPS2-F und der kryogenen Pumpstrecke CPS, deren Auf-
bau in Abb. 2.6 schematisch dargestellt wird.

Differentielle Pumpstrecke

Das erste Pumpsystem nach den WGTS-Kryostate ist die differentielle Pumpstrecke
DPS2-F mit einem System von vier in Serie geschalteten Turbomolekularpumpen, die je-
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Abbildung 2.6: Der Aufbau der Transportsektion mit DPS2-F und CPS [9].

weils eine Saugleistung von 2000 l/s besitzen. Mit der DPS2-F wird der Tritium-Gasfluss
um einen Faktor von 105 vermindert. Zusammen mit DPS1-F (Reduktionsfaktor von
ca. 100) am Ende der WGTS beträgt der Reduktionsfaktor durch aktives Pumpen 107.
Für eine gute Effektivität sind die einzelnen Strahlrohre in der DPS2-F zueinander um
einen Winkel von 20○ geneigt (siehe Abb. 2.7), so dass die Tritiummoleküle nicht auf
einem direkten Weg durch die DPS2-F hindurch gehen können. Für die Führung der
Elektronen sind daher entsprechende geneigte Führungsmagnete notwendig. Die DPS
befindet sich seit Mitte 2009 am KIT. Derzeit laufen Testmessungen um ihre Pump-
und Transmissionseigenschaften zu charakterisieren.

Kryopumpstrecke

In Abb. 2.6 wird gezeigt, dass an die DPS2-F eine kryogene Pumpstrecke CPS geschal-
tet wird, die die aus der DPS austretenden Tritiummoleküle adsorbieren soll.
In der CPS werden die Tritiummoleküle auf der mit flüssigem Helium gekühlten Wand-
oberfläche bei 4 K absorbiert. Dazu wird eine Argonfrostschicht auf die Innenseite des
Strahlrohrs der CPS aufgebracht, um die auftreffenden Tritiummoleküle effektiv zu
binden. Zusätzlich zum Argonfrost sind die einzelnen Strahlrohrelemente der CPS wie-
derum um einen Winkel von 20○ gegeneinander geneigt, so dass alle Tritiummoleküle
mindestens einmal auf der Oberfläche auftreffen können, wenn sie die CPS durchqueren
(siehe Abb. 2.8). Der Gasfluss wird durch die CPS um einen weiteren Faktor von 107

reduziert, mit dem der letztendliche Reduktionsfaktor 1014 erreicht wird.

2.2.3 Spektrometer

Eine wichtige Komponente des KATRIN Experiments sind die elektrostatischen Spek-
trometer. Diese sind nach dem Prinzip des MAC-E-Filters ausgelegt und zuständig
für die Energieanalyse der Elektronen. Die Elektronen gelangen zuerst in das Vorspek-
trometer, das bei einer festen Spannung von ca. 18 kV betrieben wird. Dort werden
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Abbildung 2.7: 3D-Modell der DPS2-F [9].

Abbildung 2.8: a) 3D-Modell der CPS System. Die CPS1-F und CPS2-F werden

durch einem Sicherheitsvertil geschaltet. b) Das Prinzip der CPS [9]. Aufgrund des

Neigungswinkels von 20○ treffen die Gasmoleküle auf die gekühlte Wände und werden

absorbiert.
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die niederenergetische Elektronen reflektiert, so dass lediglich etwa 104 Elektronen pro
Sekunde das Hauptspektrometer erreichen. Danach gelangen die restlichen Elektro-
nen in das Hauptspektrometer, in dem die Untersuchung des Energiebereichs nahe am
Endpunkt des Tritium-β-Zerfalls durchgeführt wird. Parallel zum Hauptspektrometer-
aufbau wird das Monitorspektrometer betrieben, an dem dieselbe Hochspannung wie
am Hauptspektrometer anliegt. Es verwendet eine monoenergetische Kalibrationsquel-
le z.B. 83mKr für die kontinuierliche Überwachung der Hochspannungsstabilität (siehe
Kap. 3.4).

Vorspektrometer

Von der WGTS-Quelle treten mehr als 1011 Elektronen pro Sekunde aus, von denen
nur ein winziger Bruchteil für die Neutrinomassenbestimmung interessant ist. Die übri-
gen Elektronen können bei ihrer Energieanalyse im Hauptspektrometer durch Stöße mit
den Restgasmolekülen zusätzliche Untergrundereignisse erzeugen. Zur Reduktion dieser
störenden Elektronen wird das Vorspektrometer mit einer um einige 100 V niedrigeren
Hochspannung als am Hauptspektrometer betrieben.
Das Vorspektrometer ist ein zylindrischer Tank mit der Länge von 3,38 m und dem
inneren Durchmesser von 1,68 m, der mit Keramikisolatoren auf einer Tragkonstrukti-
on aus Edelstahl befestigt ist (siehe Abb. 2.9). Zwei zylindrische Pumpstutzen für eine
NEG-Getterpumpe und die UHV-Instrumentierung werden direkt an den Vakuumtank
angebracht, damit eine Hochspannung von bis zu 35 kV angelegt werden kann. Zur Re-
duktion des Untergrunds und Feinregulierung des elektrischen Felds wird zusätzlich ein
inneres Elektrodensystem montiert. An dieses Elektrodensystem kann ein niedrigeres
Potential als die Tankwand gelegt werden, so dass aus der Tankwand austretende niede-
renergetische Elektronen2 aufgrund der Potentialbarriere das Spektrometerinnere nicht
erreichen können.
Das Vorspektrometer dient zudem als Prototyp für das Hauptspektrometer. Insbeson-

dere die Funktion des inneren Drahtelektrodensystems und das Design der Erdelektro-
den wurde intensiv am Vorspektrometer getestet.

Hauptspektrometer

An das Vorspektrometer schließt sich das Hauptspektrometer an. An den Enden der bei-
den UHV-Rezipienten befinden sich supraleitenden Spule, die das Führungsmagnetfeld
innerhalb der Spektrometer liefern. Das KATRIN Hauptspektrometer hat eine Länge
von 23,3 m und einen Innendurchmesser von 9,8 m. In der Analysierebene beträgt die
Magnetfeldstärke BA = 0,3 mT. Dies ist der Grund für den großen Spektrometerradius,
da er bei BA den magnetischen Flussschlauch von 191 Tcm2 transportieren muss. Die
Energieauflösung ergibt sich nach dem MAC-E-Filter Prinzip zu ∆E = 0,93 eV. Im
Betrieb wird routinemässig ein Ultrahochvakuum mit einem Enddruck von 10−11 mbar
realisiert.
Innerhalb des Hauptspektrometers wird derzeit ein Drahtelektrodensystem montiert,

um die Elektronen aus der Tankwand abzuschirmen und eine präzise Feineinstellung

2Kosmische Strahlung wechselwirkt in der Tankwand und kann dabei niederenergetische Elektronen

erzeugen, die in das Spektrometer gelangen können.
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Abbildung 2.9: 3D-Modell des Vorspektrometers [9].

Abbildung 2.10: Foto des KATRIN Hauptspektrometers mit Luftspulensys-

tem.
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des elektrischen Felds zu ermöglichen. Um das Spektrometer wurde ein großes Luft-
spulensystem (EMCS) aufgebaut, um das Erdmagnetfeld zu kompensieren. Ein zweites
Spulensystem (LFCS) ist zur Strahlachse koaxial für die Feinformung des Magnetfeldes
installiert. Das Hauptspektrometer befindet sich momentan in der Vorbereitungsphase
für die Testmessungen, die im Frühjahr 2011 beginnen werden.

Monitorspektrometer

Das Monitorspektrometer basiert auf dem modifizierten Spektrometer des Mainzer Neu-
trinomassenexperiments. Es kann die an der Analysierebene angelegte Hochspannung
überwachen. Hierzu wird die gleiche Hochspannung an das Hauptspektrometer und das
parallel geschaltete Monitorspektrometer gelegt. Durch die kontinuierliche Messung der
monoenergetischen Zerfallselektronen aus einer Kalibrationsquelle im Monitorspektro-
meter, kann die Schwankung der Hochspannung registriert werden. Die Kalibration
kann mit Photoelektronen aus einer 241Am/Co-Quelle oder Konversionselektronen aus
83mKr durchgeführt werden. Das Monitorspektrometer befindet sich ebenfalls bereits
am KIT.

2.2.4 Detektor und Rearsection

Detektor

Der Detektor des KATRIN Experiments schließt den Aufbau hinter dem Hauptspek-
trometer ab. Es handelt sich um eine kreisförmige, segmentierte, monolithische Silizium
PIN-Diode mit einem Durchmesser von 9 cm. Die gleich großen Segmente sind in zwölf
konzentrischen Ringen mit je zwölf Pixeln angeordnet. Zusammen mit dem in vier
Pixel unterteilten Zentrum stehen 148 Pixel zum Nachweis der transmittierten Elektro-
nen zur Verfügung. Durch diese symmetrische Aufteilung ist eine radiale und azimutale
Auflösung möglich, wodurch mögliche Abweichungen von der axialen Symmetrie bzw.
systematische Störeffekte entdeckt werden können. Die Energieauflösung des Detektors
beträgt ∆E = 600 eV für 18,6 keV Elektronen.

Rearsection

Am rückwärtigen Ende des KATRIN Strahlführungssystems befindet sich die Rearsec-
tion, die direkt an die WGTS angeschlossen wird. Sie beinhaltet mehrere spezifische
Monitorsysteme, mit denen die Quellaktivität und die Transmissionsfunktion des Spek-
trometers überwacht werden können. Zudem wird mit der in ihm installierten

”
Rear

plate“ das Potential der WGTS definiert.
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WGTS

Für die hochpräzise Messung der Neutrinomasse im KATRIN-Experiment ist ein ge-
naues Verständnis der komplexen Systemparameter nötig. Insbesondere muss die Retar-
dierungsspannung des Hauptspektrometers kalibriert, die Stabilität der Hochspannung
überwacht und detaillierten Eigenschaften der WGTS ständig geprüft werden. Von
besonderem Interesse ist in dieser Arbeit ein mögliches Quellpotential durch Raum-
ladungseffekte in der WGTS, das eine nicht zu vernachlässigende systematische Ver-
schiebung des Neutrinomassenquadrats verursachen kann. Für diese Ziele braucht man
zusätzlich eine Elektronenquelle, die die Elektronen mit genau definierter Energie er-
zeugen kann. Als eine geeignete isotrop emittierende Elektronenquelle bietet sich 83mKr
an. Es entsteht über Elektroneneinfang aus dem Isotop 83

37Rb und zerfällt durch elek-
tromagnetische Übergänge mit Halbwertzeiten von 1,83 Stunden (E3-Übergang) und
154,4 ns (M1 + E2 Übergang), in dem außer γ-Quanten auch Elektronen durch einen
Konversionsprozeß emittiert werden können. Sie werden als Konversionselektronen der
83mKr-Quelle bezeichnet. In Kap. 3.1 werden zunächst die physikalischen Grundlagen
der Konversionselektronen erläutert. Die Eigenschaften der in den Neutrinomassenex-
perimenten verwendeten 83mKr-Konversion werden in Kap. 3.2 diskutiert.
Die Konversionselektronen erzeugen deutliche und einfach erkennbare Linienspektren,
die aber unter dem Einfluss von Effekte in der Atomhülle, z.B. durch Shake Off/Up-
Prozesse (Kap. 3.3) und den Auger-Effekt stehen. Diese Effekte lassen das gemessene
Zerfallsspektrum komplizierter aussehen. Für eine genaue Simulation sind die Mess-
ergebnisse der 83mKr-Konversionselektronen aus anderen Experimente hilfreich, die in
Kap. 3.4 erläutert werden. Am Schluss wird die Verwendung von Krypton als Kalibra-
tionsquelle am KATRIN Experiment in Kap. 3.5 vorgestellt.

3.1 Grundlagen

3.1.1 Innere Konversionselektronen

Kerne können auf verschiedene Weise angeregt werden [16]. Wenn die Anregungsener-
gie unter der Schwelle für die Emission von geladenen Teilchen und Neutronen liegt,
kann der Kern die Anregungsenergie nur durch die elektromagnetische Wechselwirkung
abgeben, in dem er entweder ein γ-Quant aussendet oder alternativ die Energie auf ein
Hüllenelektron überträgt. Der letztere Prozess, in dem Elektronen anstelle des Quants
emittiert werden, heißt innere Konversion, die emittierten Elektronen heißen dement-
sprechend Konversionselektronen.
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Die angeregten Kernzustände übertragen bei der inneren Konversion die Energie durch
die Coulomb-Wechselwirkung direkt auf ein Hüllenelektron, wobei die kinetische Ener-
gie Ekin des emittierten Elektrons gleich der Anregungsenergie Eγ des Kernes abzüglich
der Bindungsenergie EB des Elektrons in der betreffenden Schale ist:

Ekin = Eγ −EB (3.1)

In Abhängigkeit von der Hauptquantenzahl n der Elektronenschale, in der die Emission
erfolgt, werden die Konversionselektronen als K, L, M oder N -Konversion usw. bezeich-
net. Als ein Alternativprozess zur Emission eines γ-Quants hat der Konversionsprozess
eine Übergangswahrscheinlichkeit λe mit

λe = αλγ (3.2)

α = Ṅe

Ṅγ

, (3.3)

mit der Emissionswahrscheinlichkeit des γ-Quants λγ und Zählraten der emittierten
Elektronen Ṅe bzw. γ-Quanten Ṅγ . Die Größe α ist dabei der Konversionskoeffizient
und kann jeden Wert ≥ 0 annehmen. Desweiteren werden αK, αL, αM, αN als die Ver-
hältnisse der Zahl der Konversionselektronen aus der jeweiligen Elektronenschale zur
Zahl der γ-Quanten bezeichnet. Konversionskoeffizienten sind eine wichtige experimen-
telle Beobachtungsgröße bei radioaktiven Zerfällen. Besonders anhand der relativen
Verhältnisse von Konversionskoeffizienten können die Verhältnisse von Linienintensitä-
ten im Elektronenspektrum bestimmt werden. Ferner kann mit der gesamten Zählrate
der Konversionselektronen die einzelne Linienintensität bzw. die Zählraten der Emis-
sion aus speziellen Elektronenschalen theoretisch berechnet werden. Konversionskoef-
fizienten sind unabhängig von einem speziellen Kernmodell, aber stark abhängig vom
Charakter des elektromagnetischen Übergangs. Daher muss für die Messung der Konver-
sionskoeffizienten die jeweils Multipolarität des entsprechenden γ-Übergangs bestimmt
werden.

3.1.2 83mKr-Konversionselektronen

Die Konversionselektronen aus Krypton entstehen beim Zerfall von 83mKr in den Grund-
zustand, worin 83mKr das Kernisomer ist (Kernisomere werden durch ein

”
m“ für

”
me-

tastabil“ neben der Massenzahl bezeichnet), das aus dem Isotop 83
37Rb durch den nach-

folgenden Elektroneneinfangsprozess entsteht:

83
37Rb + e− → 83

36Kr + νe. (3.4)

Abb 3.1 zeigt das Zerfallsschema. Nach dem Zerfall entsteht zuerst der isomere Zustand
I = 1

2

−
mit dem Energieniveau von 41,5 keV. Mit der Halbwertzeit von 1,83 h kann dieser

angeregte Zustand in den Zwischenzustand I = 7
2

+
durch die beiden zuvor beschriebenen

elektromagnetischen Prozesse übergehen, in denen eine Zerfallsenergie von 32,1517 keV
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E=32,1517(5) keV

E=9,4 keV

Rb

Kr83m

83

Kr
83

I=1/2−
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I=5/2−

α  =17

   =2011α
1/2

1/2T    =154,4 ns

T    =1,83 h
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Abbildung 3.1: Das Zerfallsschema von 83
37Rb und 83mKr [17]. Durch den Zerfall

des Mutterisotops 83
37Rb entsteht 83mKr. Die weitere Zerfälle des isomeren Zustands

und die entsprechende Halbwertzeiten Ti, Konversionskoeffizienten αi und übertragende

Energien Ei sind hier dargestellt.

übertragen wird. Weiterhin kann der neue Zwischenzustand mit der Halbwertzeit von
154,4 ns in den Grundzustand I = 9

2

+
übergehen, wobei eine Energie von 9,4059 keV

abgegeben wird [18].

Im ersten Übergang muss die elektromagnetische Multipolordnung l zur Erhaltung des
Drehimpulses der Auswahlregel

∣I1 − I2∣ ≤ l ≤ I1 + I2 (3.5)

→ 3 ≤ l ≤ 4 (3.6)

folgen.
Außer dem Drehimpuls muss beim Emissionsprozess die Parität erhalten bleiben. Für
Übergänge von einem Kernzustand 1 mit Parität π1 zu einem Kernzustand 2 mit Parität
π2 gilt

π1 = (−1)lπ2 für El-Strahlung (3.7)

π1 = (−1)l+1π2 für Ml-Strahlung. (3.8)

Aufgrund der Paritätsregel kann E- und M -Strahlung gleicher Multipolordnung nicht
zusammen in einem Übergang emittiert werden. Nach diesen Auswahlregeln können
bei einem Übergang von I = 1

2

−
zu I = 7

2

+
gleichzeitig E3- und M4-Strahlung emittiert

werden. Die Übergangswahrscheinlichkeit nimmt beim Schritt zur nächst höheren Multi-
polordnung jeweils mit einem Faktor 2,25⋅10−4 ab [19]. Außerdem ist sie für magnetische
Strahlung stets um einige Zehnerpotenzen kleiner als für elektrische Strahlung gleicher
Multipolarität. Aus diesen Gründen hat die M4-Strahlung gegenüber der E3-Strahlung
eine sehr kleine Übergangswahrscheinlichkeit. Im Fall von Konversionselektronen aus
Krypton mit einer Energie von 32,15 keV braucht daher nur die E3-Komponente be-
trachtet werden. Als Konversionskoeffizient ergibt sich dann α = α(E3) ≈ 2011 [20]. Im
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Übergang vom Zustand I = 7
2

+
zu I = 9

2

+
sind mehrere Multipolstrahlungen ohne Pari-

tätsänderung erlaubt, z.B. M1, M3, E2, E4 . . ., in denen nur die Übergangswahrschein-
lichkeiten der M1- und E2-Übergang in die gleiche Größenordnung kommen und mit
hinreichender Statistik beobachtet werden können. Somit wird die innere Konversion
mit Energie von 9,4 keV als (M1+E2) Übergang bezeichnet. Als Konversionskoeffizient
ergibt sich dann α = a1α(M1) + a2α(E2) ≈ 17 [20], wobei a1 und a2 die relativen In-
tensitäten bezeichnen. Nach den Auswahlregeln ist der Zerfall vom angeregten Zustand
I = 1

2

−
direkt in den Grundzustand I = 9

2

+
durch den E4-Übergang auch erlaubt, aber

wegen der gegenüber anderen Übergänge geringen Übergangswahrscheinlichkeit ist er
an dieser Stelle vernachlässigbar.

3.1.3 83mKr-Konversionselektronen Spektrum

Konversionselektronen, die aus verschiedenen Schale emittiert werden, befinden sich
aufgrund ihrer nicht identischen Bindungsenergie in unterschiedlichen Endzuständen.
Deshalb entstehen verschiedene Spektrallinien. Diese Linien werden nach der Schale
bezeichnet, die Elektronen aussendend, d.h. K-, LI und LII-Linie usw.
Nach der Energie-Zeit-Unschärferelation können die emittierten Elektronen nicht mo-
noenergetisch sein, sondern besitzen eine Energie, die um einem zentralen Wert verteilt
ist. Im Spektrum ergeben sich deshalb schmale Linien. Die Linienform folgt aus der
Lösung der Schrödinger Gleichung [21]. Die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktion eines
Elektrons mit Energie E ist gegeben durch

f̃(E) exp(− i
h̵
Et). (3.9)

In der klassische Theorie ist die Zeitabhängigkeit f(t) eines Wellenzuges, den ein schwin-
gender Oszillator aussendet, durch

f(t) ∝ exp(−γt
2
) cos(2πν0t) (3.10)

gegeben. Dies kann gleicherweise als eine klassische Näherung der kohärenten Elektro-
nen behandelt und in einzelne Wellenfunktionen mit unterschiedlicher Energie zerlegt
werden,

f(t) = ∫
+∞

−∞
f̃(E) exp(− i

h̵
Et)dE (3.11)

so dass die Intensität ∣f̃(E)∣2 des Elektrons mit Energie E durch Fourier-Transformation
als

∣f̃(E)∣2 ∝ 1

(E − 2πh̵ν0)2 + γ2/4
(3.12)

angegeben werden kann.
Unter Normierung wird eine Spektrallinie der Konversionselektronen mit der Linienlage
Ee und Linienstärke A durch eine Lorentzkurve beschrieben:

L(E,Ee,Γe) =
dN

dE
= A ⋅ Γe

2π
⋅ 1

(E −Ee)2 + Γ2
e/4

. (3.13)

Dabei wird die Größe γ durch die Linienbreite (FWHM) Γe ersetzt wird.
Der durch die thermische Bewegung entstehende Dopplereffekt und andere stochastische
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Abbildung 3.2: Lorentzprofil und Voigtprofil für K32-Konversionslinie. Die rote

Kurve zeigt die durch die Lorentzfunktion beschriebene K32-Spektrallinie von 83mKr.

Im Vergleich wird das entsprechende Voigtprofil mit einer Standardabweichung σ = 1,0

in blau dargestellt.

Effekte, die auf die gasförmigen Kryptonatome wirken, führen zu einer Verbreiterung
der Spektrallinien, die durch eine Gaußkurve

G(E′, σ2) = 1√
2πσ

e−E
′2/2σ2

(3.14)

mit der Standardabweichung σ beschrieben werden kann. Eine Konversionslinie entsteht
daher aus der Faltung einer Gaußkurve mit einem Lorentzprofil, die als Voigtprofil V
bezeichnet wird [22].

V (E, σ, Γe) = ∫
+∞

−∞
G(E′, σ)L(E −E′, Ee, Γe)dE′ (3.15)

Für die genaue Darstellung einer Konversionslinie müssen alle Parameter gut bekannt
sein. Sie können durch eine theoretische Berechnung oder experimentelle Messung fest-
gelegt werden. Das gesamte 83mKr-Konversionsspektrum bildet sich durch eine Super-
position der jeweiligen Konversionslinien. Zusätzlich treten aufgrund von Shake Off/Up
Prozessen an der niederenergetischen Seite der normalen Konversionslinien einige dis-
krete oder kontinuierliche Satellitenlinien auf, deren detaillierte Analyse in Kap. 3.3
vorgestellt wird.
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Abbildung 3.3: 83mKr-Konversionsspektrum mit relativen Linienintensitäten

im Energiebereich um 30 keV.

3.2 Theoretische und experimentelle Bestimmung der 83mKr-

Linien

3.2.1 Die Linienlage

Wenn man Gleichung 3.1 genauer betrachtet, ist die kinetische Energie Ekin eines Kon-
versionselektrons gegeben durch

Ekin = Eγ + Eγ,rec − Evac
b − Ee,rec , (3.16)

mit der Energie der γ-Quanten Eγ , der Bindungsenergie Evac
b bezüglich des Vaku-

ums, der Rückstoßenergie des Atoms nach der Emission des γ-Quants Eγ,rec und der
Rückstoßenergie Ee,rec nach der Emission des Elektrons. Für das 83mKr-Spektrum des
E3-Übergangs verwendet man folgende Referenzwerte: Eγ = 32,1517 keV, Eγ,rec =
0,0067 eV und Ee,rec = 0,120 eV [9]. Durch die Untersuchung der Bindungsenergie der
Elektronen in den einzelnen Schalen kann man die kinetische Energie der Konversions-
elektronen bestimmen.
Hierfür stehen zwei Methoden zur Verfügung:

1. Direkte Messung des Photoelektronenspektrums mit der monoenergetischen Strah-
lung.
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2. Messung der Übergangsenergie zwischen zwei Zuständen der Schalenelektronen mit
Hilfe der Röntgenemissionspektroskopie und zur Bindungsenergie des Elektrons auf der
äußeren Schale, welche präzise gemessen werden kann. Alternativ kann die Energiediffe-
renz zwischen angeregten Außenschalen- und Innenschalen-Elektronen mit Röntgenab-
sorptionsspektroskopie vermessen werden. Beispielsweise gelten folgende Beziehungen
für die K- und L-Schale

Eb(K) = EX(KLIII) + Eb(LIII) (3.17)

Eb(LII) = EX(LIIMIV) + Eb(MIV) (3.18)

Eb(LIII) = EX(LIIIMV) + Eb(MV) . (3.19)

Hierbei ist Eb(K) die Bindungsenergie der K-Schale, EX(KLIII) ist die Übergangs-
energie zwischen K- und LIII-Schale 1. Mit dem letzteren Verfahren hat man die genaue
Bindungsenergien festgelegt: Eb(K) = 14327,26(4) eV, Eb(LII) = 1731,91(3) eV und
Eb(LIII) = 1679,21(3) eV [23]. Damit ergeben sich die kinetischen Energien der Kon-
versionselektronen aus diesen zwei Schalen

Ekin(K) = 17824,33 eV , (3.20)

Ekin(LII) = 30419,68 eV , (3.21)

Ekin(LIII) = 30472,38 eV . (3.22)

In dieser Arbeit wurden die kinetischen Energien aller Linien auf der Basis der Gl. 3.1
und den Daten aus [18] (Eγ(E3) = 32151,7 eV, Eγ(M1 + E2) = 9405,9 eV) abge-
schätzt. Die im Rahmen der Arbeit verwendeten Zahlenwerte sind Tab. 3.1 dargestellt.

3.2.2 Der Konversionskoeffizient

Die Linienstärke einer Konversionslinie Ni bezeichnet die Zählrate bzw. die Wahrschein-
lichkeit, mit der der entsprechende Konversionsprozess geschieht. Als eine charakteri-
stische Größe unterscheidet sich die Linienstärke einer speziellen Konversionslinie nor-
malerweise von den anderen. Die Summe aller emittierten Elektronen aus allen Scha-
len ist gleich der Gesamtzählrate Nges = ∑

i
Ni. Nach Gleichung 3.3 ist die Zählrate der

emittierten Elektronen eines Konversionsprozesses proportional zu seinem Konversions-
koeffizienten Ni ∝ αi. Mit der Normierungsbedingung kann die Linienstärke berechnet
werden durch

Ni = Nges ⋅
αi

∑
i
αi
. (3.23)

Die Gesamtzählrate der Konversionselektronen in einem elektromagnetischen Über-
gang kann experimentell gemessen oder mit der Halbwertszeit des angeregten Zu-
stands abgeschätzt werden. Der 83mKr-Kernzustand I = 1

2

−
hat eine Halbwertszeit von

1LI, LII, LIII bedeuten die Zustände 2s1/2, 2p1/2 und 2p3/2 mit einer Energieaufspaltung bzw. ver-

schiedenen Bindungsenergien.
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T1/2 = 1,83 h. Der gesamte Konversionskoeffizient des E3-Übergangs beträgt 2011 [20].

In einem Mol 83mKr-Moleküle (I = 1
2

−) ist die Zählrate des E3-Übergangs damit

N(E3) = 1Mol ⋅ ln 2

T1/2
= 6,02 ⋅ 1023 ⋅ ln 2

6588 s
= 6,33 ⋅ 1019 Zerfälle/s . (3.24)

Darin beträgt die Zählrate der Konversionselektronen Ne mit der Energie 32 keV und
die Linienstärke der Einzellinie Ni

Ne = N(E3) ⋅ α

α + 1
(3.25)

Ni = N(E3) ⋅ αi

α + 1
. (3.26)

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass man für die Bestimmung der Linienstärke
einer Konversionslinie alternativ ihren Konversionskoeffizienten α ermitteln kann.

Die präzise theoretische Berechnung von α wurde im Rahmen der Quantenelektro-
dynamik mit guter Genauigkeit durchgeführt. Der Energieübertrag vom Kern auf das
Elektron basiert auf der elektromagnetischen Wechselwirkung zwischen beiden. Der
Hauptbeitrag kommt dabei von der elektrostatischen Coulomb-Kraft. Als Beispiel wird
hier die Berechnung für die K-Konversion behandelt, in der eine Reihe von vereinfachen-
den Annahmen gesetzt werden: Zum einen wird nur die elektrostatische Wechselwirkung
berücksichtigt und zum anderen wird die nichtrelativistische Wellengleichung für das
Elektron verwendet. Das emittierte Elektron wird durch eine ebene Welle beschrieben.
Die Übergangswahrscheinlichkeit W zwischen dem Anfangszustand ϕa und dem Endzu-
stand ϕb (Kombinationen von Kernwellenfunktionen und Elektronenwellenfunktionen)
ist damit

Wϕa→ϕb
= 2π

h̵
∣Hab∣2 z(k)dΩ . (3.27)

Hierbei bedeuten Hab das Matrixelement der Wechselwirkungsenergie H (die als elek-
trostatische Wechselwirkung zwischen Kern und Elektron angenommen wurde) und
z(k)dΩ bezeichnet die Anzahl der Zustände des abgestoßenen Elektrons pro Einheits-
Energieintervall für in das Raumwinkelelement dΩ fallende Elektronenrichtungen. Schließ-
lich ergibt sich als Näherungswert für αK für K-Schalen-Konversion bei elektrischen
Übergängen

αK ≈ Z3 ( e2

4πε0h̵c
)
4

l

l + 1
(2mec

2

Eγ
)
l+5/2

(3.28)

Hierbei ist Ze2/4πε0h̵c ≪ 1 und h̵ω ≫ EB vorausgesetzt [24]. Beispielsweise ergibt sich
für den Koeffizienten αK (Z = 30) bei Eγ = 460 keV, αK(E3) = 4,61 ⋅ 10−3. Dieser
Wert weicht erheblich vom in [20] gerechneten αK (7,28 ⋅ 10−3) ab. Für die allgemei-
ne Berechnung müssen demzufolge die vereinfachenden Beschränkungen aufgehoben
werden. In der Berechnung mit einem verbesserten Modell wurde die relativistische
Hartree-Fock-Slater Wellenfunktion verwendet und Terme höher als 2. Ordnung in der
Störungstheorie vernachlässigt [20].
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Abbildung 3.4: Die Tabelle der inneren Konversionskoeffiziente für Z = 36,

K-Schale [20]. EG: γ-Quantenenergie in keV. E1-M4: Multipolarität der elektroma-

gnetischen Übergänge. Der Wert 14325,6(eV) ist die Bindungsenergie der K-Schale.

Als Notation: 1,21 + 01 bedeutet 1,21 × 101 = 12,1. Aus dieser Tabelle kann man

die Konversionskoeffizienten für beliebige γ-Energie erhalten. Für die Werte zwischen

zwei berechneten Werten kann das Spline-Interpolationsverfahren benutzt werden. Mit

diesem Verfahren wird der Fehler von 5% für einen interpolierten Zwischenwert nicht

übertroffen.

Die komplette Berechnung ist wesentlich komplizierter und wird hier nicht referiert. Die
numerische Ergebnisse solcher Rechnungen sind tabelliert oder graphisch dargestellt.
Die im Rahmen dieser Berechnungen ermittelten Koeffizienten sind abhängig von vier
Parametern: der Kernladungszahl Z, der Elektronenschale (K,LI, LII, LIII usw.), der
Übergangsenergie Eγ und der elektrischen bzw. magnetischen Multipolordnung l.
In der Tabelle in Abb. 3.4 ergibt sich beispielsweise für den Konversionskoeffizienten
αK von Krypton (Z = 36) beim E3-Übergang mit Eγ = 32,1 keV: αK ≈ 475,99. Der
gesamte E3-Koeffizient von Krypton α(E3) beträgt 2029,7. Dies stimmt gut mit dem
experimentellen Wert α(E3) = 2035 [18] überein (0,26% relative Abweichung).

3.2.3 Die Linienbreite

Die Linienbreite Γe bezeichnet hier die Breite des vom nahezu monoenergetischen Kon-
versionsspektrum umfassten Energieintervalls. Gemäß der Heisenberg-Unschärferelation
gilt für die Linienbreite eines angeregten Zu

Γ = h̵

τ
. (3.29)

Dabei ist h̵ das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum, τ ist die Lebensdauer des
angeregten Zustands. Zuerst verursacht die endliche Lebensdauer angeregter Kernzu-
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stände eine Linienbreite des emittierten γ-Lichtspektrums. Beispielweise für den kurz-
lebigen Kernzustand I = 7

2

+
beträgt die Lebensdauer τ = 154,4

ln 2 = 222,8 ns, wodurch für
die Linienbreite

Γγ = 6,58 ⋅ 10−16 eVs

222,8 ⋅ 10−9 s
= 2,95 ⋅ 10−9 eV (3.30)

folgt.
Im Allgemein betragen die Linienbreiten von Atomzuständen mindestens 0,03 eV. Da-
her leisten die Linienbreiten der γ-Quanten nur geringe Beiträge zur totalen Konversi-
onslinienbreite, d.h. man kann die natürliche Linienbreite der Atomzustände als gute
Approximation betrachten. Nach der Emission eines Elektrons aus einer Schale entsteht
an der ursprünglichen Stelle ein Loch. Das Atom befindet sich in einem angeregten Zu-
stand und kann durch Röntgenemission, den Auger-Effekt oder durch Coster-Kronig
Übergänge in sehr kurzen Zeitintervallen das Loch wieder auffüllen [25]. Die Zerfalls-
wahrscheinlichkeit eines Atomzustands i ist deshalb die Summe der Zerfallswahrschein-
lichkeiten von Strahlungsemission ΓR(i)/h̵, dem Auger-Effekt ΓA(i)/h̵ und dem Coster-
Kronig-Effekt ΓCK(i)/h̵. Für die gesamte Linienbreite gilt:

Γ(i) = ΓR(i) + ΓA(i) + ΓCK(i). (3.31)

Für das Spektrum des Übergangs zwischen dem Anfangsatomzustand A und dem End-
zustand B ergibt sich demzufolge

I(E) ∝ Γ(A) + Γ(B)
2π

⋅ 1

[E − (EA − EB)]2 + [Γ(A) + Γ(B)]2/4 , (3.32)

wobei die effektive natürliche Linienbreite eines Übergangs nicht nur die Linienbreite
des Anfangszustands ist, sondern die Kombination der Linienbreiten von Anfang- und
Endzustand [21]. Beim Konversionsprozess geht der stabile Anfangszustand (τ = ∞
und Γ = 0) durch die Emission eines Elektrons in einen angeregten Endzustand über.
Die Konversionlinienbreite ist damit gerade gleich der natürlichen Linienbreite dieses
Endzustands, die durch die Gl. 3.31 ermittelt wird. Aufgrund der vernachlässigbaren
Linienbreite der γ-Quanten sind die Linienbreiten unabhängig von der Natur des elek-
tromagnetischen Übergangs beim Konversionsprozess.
Für ein Element Z > 40 kann die K-Linienbreite gut dargestellt werden durch folgende
empirische Relation [25]

Γ(K) = 1,73 × Z3,93 × 10−6 eV. (3.33)

Für 83mKr kann damit die K-Linienbreite abgeschätzt werden auf Γ(K) = 2,26 eV.
Die ausführlichen Berechnungen für alle Schalen werden hier nicht erwähnet, die Werte
aller Linienbreiten [26] werden in der Tab. 3.1 mit den Parametern Linienlage und Kon-
versionskoeffizient gezeigt.



3.2. Theoretische und experimentelle Bestimmung der 83mKr-Linien 31

Tabelle 3.1: Linienlagen, Linienbreiten und Konversionskoeffizienten von
83mKr [18, 25, 20].

Niveau Symbol Ee [eV] Γ [eV] α

1s1/2 K32 17824,2 2,71 475,99

2s1/2 LI32 30228,8 3,75 31,68

LI9,4 7484,1 11,91

2p1/2 LII32 30422,6 1,25 494,16

LII9,4 7677,9 1,34

2p3/2 LIII32 30474,9 1,19 764,94

LIII9,4 7730,2 1,02

3s1/2 MI32 31871,5 3,50 5,20

MI9,4 9126,8 1,97

3p1/2 MII32 31927,1 1,60 84,19

MII9,4 9182,4 0,22

3p3/2 MIII32 31936,0 1,10 130,15

MIII9,4 9191,3 0,17

3d3/2 MIV32 32060,9 0,07 1,31

MIV9,4 9316,2 0,0032

3d5/2 MV32 32060,9 0,072 1,84

MV9,4 9316,2 0,0029

4s1/2 NI32 32125,8 0,40 0,64

NI9,4 9381,1 0,24
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3.3 Shake Off/Up Effekt

In diesem Abschnitt werden den Konversionsprozess begleitende Effekte wie den Sha-
ke Off/Up Prozess vorgestellt. Diese spielen für die Bestimmung des Elektronenspek-
trums eine wichtige Rolle. Bei einem Konversionsprozess verursacht die Emission eines
Elektrons eine plötzliche Änderung des Zentralpotentials (’sudden approximation’). Als
Konsequenz dessen entsteht ein Anregungsphänomen, das Shake Off/Up der Hüllen-
elektronen. Beim Shake Up Prozess geht ein Hüllenelektron in einen höheren Zustand
über, während beim Shake Off Prozess ein Elektron aus einer Atomschale ins Konti-
nuum emittiert wird. Im Spektrum erwartet man daher neben den Konversionslinien
aufgrund des Shake Up Prozesses noch einige diskrete Satellitenlinien, die um die je-
weilige Anregungsenergie zur niederenergetischen Seite der Konversionslinien hin sich
verschoben sind, sowie einen kontinuierlichen Hintergrund aufgrund des Shake Off Pro-
zesses. Außerdem wurden die Amplituden der Konversionslinien (Hauptlinien) mehr
oder weniger reduziert, je nachdem, wie groß die Wahrscheinlichkeit der Shake Off/Up
Prozesse ist.
Für die Linienform eines Shake Up Satelliten wird angenommen, dass sie als Faltung
einer Lorentzkurve mit einer zur niederenergetischen Seite abfallenden Exponential-
funktion beschrieben werden können. Dies entspricht gerade der Vorstellung, dass es
sich bei den Satelliten um einzelne Anregungen von Elektronen in höhere Zustände
handelt, die jede für sich ein Lorentzprofil wie die eigentliche Konversionslinie haben
und deren Intensität mit wachsender Anregungsenergie exponentiell abnimmt [27]. Der
analytische Ausdruck dafür lautet

dN

dE
= Namp

2
⋅ exp(λ

2σ2

2
− λ(E0 − E)) ⋅ erfc( 1√

2
(λσ − E0 − E

σ
)) . (3.34)

Hier ist Namp die Amplitude des Satelliten, λ der exponentielle Dämpfungsparameter, σ
die Standardabweichung der Gaußkurve und E0 die Position des Satelliten. Die Funkti-
on erfc bezeichnet die konjugiert Gaußsche Fehlerfunktion. Dieser Ausdruck ist nur eine
Näherungsformel und die realen Satellitenprofile sind komplizierter, da man dafür die
Shakeprozesse aller möglichen Anregungen genau untersuchen muss. Jedoch konnten
die einzelnen diskreten Anregungen in bisherigen Experimenten aufgrund der endli-
chen Spektrometerauflösung nicht getrennt werden. Es ist wichtig festzuhalten, dass
derartige Untersuchungen für ein exaktes Satellitenspektrum im KATRIN Experiment
nicht notwendig sind. Hier interessiert man sich nur für die

”
lokalen Eigenschaften“

des 83mKr-Spektrums, z.B. die Linie im Bereich von K32, LII32 und LIII32. Da es in
solchen kleinen Umgebungen nur um die diskreten Konversionslinien geht und außer
der Intensität alle Parameter nicht korrigiert werden müssen, kann man einfach nur die
Reduktion der Linienamplituden in Betracht ziehen. Die Satelliten und das Kontinuum
werden in dieser Arbeit durch diskrete Lorentzkurven mit durchschnittlicher Energie
zusammengefasst.

Beim Konversionsprozess emittiert wie oben erwähnt ein Atom ein Hüllenelektron. Da-
nach besitzt dieses Atom die Nettoladung von +1 und das Zentralpotential verändert
sich ’instantan’. Der Hamiltonoperator geht von H1 plötzlich in H2 über. Die für die
Umstrukturierung der Elektronenhülle charakteristische Zeitskala ist wesentlich größer
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als die Dauer der Emission des Elektrons, d.h. die restlichen Elektronen befinden sich
unmittelbar nach dem Emissionsprozess noch im selben Zustand wie zuvor (aber nicht
mehr im Eigenzustand des Hamiltonoperators H1). Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein
Anfangszustand ψi eines Elektrons in einen Endzustand ψf übergeht, ist quantenme-
chanisch gegeben durch

Pi→f = ∣∫ ψ∗fψidτ ∣
2

. (3.35)

Bevor die Berechnung mit der ’sudden approximation’ für die Shake Off/Up-Prozesse
durchgeführt werden kann, muss man noch die Gültigkeit dieser Näherungsmethode
bestätigen. Im Rahmen der ’sudden approximation’ sind die von der Emission des Elek-
trons verursachten Anregungen unabhängig davon, durch welchen Mechanismus (z.B.
durch Photoeffekt oder interne Konversion) und mit welcher Energie diese Elektrone-
nemission entsteht 2. Im Rahmen einer Vergleichsuntersuchung, bei der die Spektren
der Konversionselektronen und Photoionisation mit verschiedenen Röntgenstrahlungs-
energien (15225 eV und 17025 eV) bei Krypton gemessen wurde, konnte gezeigt werden,
dass zwei unterschiedliche Mechanismen identische Satellitenspektren erzeugen, die zu-
dem unabhängig von der kinetischen Energie des emittierten Elektrons sind [28]. Durch
dieses Experiment wurde die Anwendbarkeit der ’plötzlichen Approximation’ bei Shake
Off/Up-Prozesse nachgewiesen, so dass die in dieser Arbeit verwendeten Berechnungen
nach dieser Methode durchgeführt wurden.

Shake Off/Up Wahrscheinlichkeit

Das Hüllenelektron wird wegen der plötzlichen Änderung des Zentralpotentials in einen
höheren Zustand angeregt oder ins Kontinuum emittiert. Die Wahrscheinlichkeit eines
Übergangs vom Anfangszustand ψi in den Endzustand ψf kann mit der Gl. 3.35 berech-
net werden. Die Auswahlregel dafür lautet ∆S = ∆L = ∆J = 0, daher ist in diesem
Übergang nur die Änderung der Hauptquantenzahl n erlaubt. Das angeregte Elektron
kann im eigenen Orbital bleiben oder in andere unbesetzte Orbitale übergehen, der Spin
S und der Drehimpuls L müssen dabei erhalten bleiben. In der Rechnung wird die Ein-
Elektron-Wellenfunktion als die Lösung der Hartree-Fock-Methode für neutrale Atome
(Anfangszustand) und für Ionen mit einem Defektelektron (Endzustand) verwendet. Im
Vergleich mit den Grundzuständen sind die Wellenfunktionen der angeregten Zustände
eines Ions viel schweriger zu erhalten. Deshalb wird für die Wahrscheinlichkeit Pnlj , mit
der ein oder mehr Elektronen den ursprünglichen Zustand ∣n, l, j⟩ verlassen, über eine
indirekte Berechnung angenommen

Pnlj = 1 − (∣∫ ψ∗nlj(z + 1)ψnlj(z)dr∣
2

)
N

− PF . (3.36)

Das Betragsquadrat der Integration ist die Wahrscheinlichkeit Ps dafür, dass ein Elek-
tron im ursprünglichen Zustand ∣n, l, j⟩ bleibt. N ist dabei die Anzahl der Elektronen
im Zustand ∣n, l, j⟩. Dann gibt 1 − pNs die Wahrscheinlichkeit an, mit der mindestens ein

2Dies ist ein Unterschied zu einem direkten Kollisionsprozess.
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Tabelle 3.2: Shake Off/Up Wahrscheinlichkeit verschiedener Krypton-Schalen

ns, bei Konversionelektronen aus Schalen n0 [30].

n0 /ns 1s 2s 2p1/2 2p3/2 3s 3p1/2 3p3/2
1s (K) 0,002 0,060 0,089 0,18 0,22 0,38 0,75

2p1/2 (LII) 0,000 0,008 0,006 0,026 0,099 0,18 0,36

2p3/2 (LIII) 0,000 0,008 0,011 0,018 0,097 0,17 0,36

3d3/2 3d5/2 4s 4p1/2 4p3/2 ∑P
1s (K) 1,43 2,13 1,80 4,39 9,06 20,5

2p1/2 (LII) 1,42 2,14 1,53 3,86 8,13 17,8

2p3/2 (LIII) 1,41 2,12 1,52 3,84 8,10 17,7

Elektron das Orbital ∣n, l, j⟩ verlässt. Davon muss die Beteiligung von Übergängen in
die bereits besetzten Zustände PF infolge des Pauli’schen Ausschlussprinzips abgezogen
werden

PF = ∑N
N

′

2j + 1
∣∫ ψ∗

n′ lj(z + 1)ψnlj(z)dr∣
2

. (3.37)

Hier ist N
′

die Anzahl der Elektronen im Zustand ∣n′ , l, j⟩. Die Summe wird für alle

möglichen voll oder teilweise besetzten Schalen n
′ ≠ n ausgeführt [29]. In Tabelle 3.2

ist die Shake Off/Up-Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Krypton-Elektronenschalen
dargestellt, die von K-, LII- und LIII-Konversionselektronen verursacht werden. Die
Werte stammen aus den theoretischen Ergebnissen für den Photoeffekt, und werden
hier direkt für den Fall der inneren Konversion verwendet, da die beiden Mechanismen
beim Shakespektrum identisch sind.

Der durchschnittliche Energieverlust

Die emittierten Konversionselektronen, geben bei Shake Off/Up-Prozesse einen Teil ih-
rer Energie ab. Wenn die genauen Profile der Nebenlinien nicht betrachtet werden müs-
sen, kann man mit dem durchschnittlichen Energieverlust die Shakespektren beschrei-
ben, ohne die Messungsergebnisse mit der Hauptlinie zu verschmieren. Mit den oben
tabellierten Shake-Wahrscheinlichkeiten für verschiedene Schalen und der der Schale
entsprechenden Bindungsenergie wurde der durchschnittliche Energieverlust Ē durch
eine Multiplikation mit einem Korrekturfaktor [31] abgeschätz

Ē = 1,8∑
ns

PnsEB,ns , (3.38)

Hierbei sind Pns die Shake-Wahrscheinlichkeit und EB,ns die Bindungsenergie der Scha-
le ns. Für die Positionierung der Einzellinien wurde der gleiche Korrekturfaktor 1,8
verwendet, wodurch sich die Linienlage der Satelliten zu

Ēe,ns = Ee − 1,8EB,ns (3.39)
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Tabelle 3.3: Der durchschnittliche Energieverlust bei Shake Off/Up-

Prozesse [30] und die Positionen der Satelliten in eV. Die nicht in der Tabelle

aufgelistete Satelliten befinden sich im Spektrum so weit von der Hauptlinien, dass sie

in dieser Arbeit nicht berücksichtigt werden müssen.

3d3/2 3d5/2 4s 4p1/2 4p3/2 Ē

K32 17664,18 17664,18 17781,0 17805,12 17805,12 33,4

LII32 30262,58 30262,58 30379,4 30403,52 30403,52 19,2

LIII32 30314,88 30314,88 30431,7 30455,82 30455,82 19,3

ergibt. Ee ist hierbei die ungestreute kinetische Energie der Konversionselektronen. In
Tabelle. 3.3 ist die Satellitenlage teilweise dargestellt. Mit den ebenfalls aufgelisteten
Wahrscheinlichkeiten kann man das komplette Spektrum näherungsweise beschreiben.

3.4 Verwendung von Krypton im Mainz und Troitsk Ex-

periment

In den bisher durchgeführten Tritium-β-Zerfallsexperimenten in Troitsk und in Mainz
dienten die Konversionselektronen aus 83mKr als wichtige Elektronenquelle für die Ka-
libration und spezifische Testmessungen.

3.4.1 Bestimmung der 83mKr-Konversionseigenschaft im Mainzer Ex-

periment

Beim Mainzer Neutrinomassenexperiment ist die Energieauflösung des Solenoid-Retard-
ierungs-Spektrometers mit Konversionselektronen einer 83mKr-Quelle getestet worden [32].
Das Krypton wurde aus einer in Kupferfolie implantierten 83

37Rb-Quelle gewonnen. Bei
dieser Technik diffundiert das Gas aus der Folie in einen kleinen Rezipienten und wird
dann über ein Kapillarsystem auf eine gekühlte Fläche geleitet. Mit einem Durch-
flußkryostat ist eine Temperatur von etwa 10 K erreicht worden, bei der die Kryp-
tonatome auf dem Substrat auffrieren. Die systematische Vermessung des gesamten
Kryptonkonversion-Spektrums ist vorgenommen worden und einige ausgewählte Kon-
versionslinien werden hier vorgestellt [32].

Für die Anpassung der Messwerte musste zunächst die allgemeine Form des differentiel-
len Spektrums vorgegeben werden. In der Analyse beim Mainzer Experiment wurde die
Hauptlinie durch die Summe einiger verschiedener Lorentzprofile beschrieben. Wegen
der Beschränkung der Spektrometerauflösung konnten die Shake Off/Up Linien nicht
aufgelöst wurden. Vereinfachend werden daher alle Prozesse unterhalb der Energie der
Hauptlinie, inklusive Shake Off/Up Satelliten und Rückstreuelektronen 3, zusammen-
gefasst und ebenfalls in Form von 1 bis 3 Lorentzkurven behandelt. Auf der hochener-
getischen Seite wurde das Satellitenspektrum ab der Energie der Hauptlinie auf Null

3Die Rückstreuung von Elektronen am verwendeten Substrat und die inelastische Streuungen der

Elektronen in der kondensierten Quelle wurden in Mainzer Experiment detailliert untersucht [27].
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Abbildung 3.5: Die 83mKr-Konversionsspektren mit der Energie 32,1 keV und

9,4 keV [33]: (a) K32, (b) LII, LIII32, (c) MII,MIII32, (d) NI,NII,NIII32, (e) LI9,4,

(f) MI,MII,MIII9,4. Die durchgezogenen Kurven zeigen die an die Messwerte ange-

passten Fitkurven, die das jeweilige Konversionsspektrum beschreiben. Die gepunkte-

ten Kurven ergeben sich aus den Anpassungen von errechneten Konversionsspektren.

Für die Anpassungen der Kurve wurde das Programmpaket MINUIT verwendet. K32

Konversion. Das K32-Konversionsspektrum ist in (a) gezeigt. Die Halbwertsbreite der

Hauptlinie beträgt Γ = (2,83± 0,12) eV. Neben der Hauptlinie wurden hier 3 Satelliten

S1, S2, S3, für die Anpassung angenommen. Die Satelliten S1 und S2 liegen 20,3 eV

bzw. 33,3 eV unterhalb der Hauptlinie, ihre Halbwertsbreite beträgt ca. 5,8 eV. Die

Intensität beider Linien zusammen ergibt 18,5% der Hauptlinie. Der Satellit S3 liegt

35 eV unterhalb der Hauptlinie mit einer Halbwertsbreite von ca. 38 eV und seine Inten-

sität beträgt 13,2% der Hauptlinie. LII/LIII32 Konversion. Das Intensitätsverhältnis

der beiden Hauptlinien (in (b)) LII/LIII32 = (67,5 ± 2,3)% und ihre jeweiligen Halb-

wertsbreiten betragen 1,84 eV und 1,40 eV. Die Anpassung an die Messwerte zwischen

den beiden Hauptlinien erfolgt mit nur einer einzigen Satelliten-Lorentzkurve, die 23 eV

unterhalb der LIII-Hauptlinie mit der Intensität 19,3% der LIII liegt.
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Tabelle 3.4: Die Lage und die Breite der Konversionslinien von adsorbierten

Krypton [33]

Niveau Symbol Γ [eV] U [V]

1s1/2 K32 2,83 ± 0,12 17830,0 ± 0,5

2s1/2 LI9,4 5,30 ± 0,04 7485,4 ± 0,4

2p1/2 LII9,4 1,84 ± 0,05 7679,1 ± 0,4

LII32 1,84 ± 0,05 30424,4 ± 1,0

2p3/2 LIII9,4 1,40 ± 0,02 7731,8 ± 0,4

LIII32 1,40 ± 0,02 30477,2 ± 1,0

3s1/2 MI9,4 4,27 ± 0,05 9118,2 ± 0,5

3p1/2 MII9,4 1,99 ± 0,32 9188,1 ± 0,5

MII32 1,99 ± 0,32 31934,2 ± 1,0

3p3/2 MIII9,4 1,66 ± 0,08 9196,1 ± 0,5

MIII32 1,66 ± 0,08 31941,9 ± 1,0

4s1/2 NI9,4 0,19 ± 0,04 9383,5 ± 0,5

NI32 0,19 ± 0,04 32127,8 ± 1,0

4p1/2/4p3/2 NII/NII32 0,59 ± 0,04 32140,9 ± 1,0

gesetzt. Durch diese Zusammenfassung wird das differentielle Satellitenspektrum zwar
nur unzureichend erfaßt, aber der Trend der Messkurve auf der niederenergetischen
Seite der Hauptlinien kann gut beschrieben werden. Die Lage, Breite und Höhe der
Hauptlinie konnten durch die Anpassung jedoch sehr genau festgelegt werden.

Die Ergebnisse des Mainzer Experiments sind in Tab. 3.4 zusammengefasst, wobei die
Potentialdifferenzen U den Linienmitten und Γ den Halbwertsbreiten der jeweiligen Lor-
entzprofile entsprechen. Für eine adsorbierte Kryptonquelle wie in Mainz müssen die
Verschiebungen der Energieniveaus gegenüber einer gasförmigen Quelle berücksichtigt
werden. Diese sind abhängig vom betrachteten Niveau, der adsorbierten Schichtdicke
und der Position, in der sich die Quelle innerhalb der Schicht befindet. Um die Effekte
für die gasförmige Kryptonquelle, die in KATRIN verwendet wird, abschätzen zu kön-
nen, müssen die Oberflächeneffekte näher untersucht und eine Korrektur vorgenommen
werden. Mit der Zusammenfassung aller Korrekturgrößen wurden die Übergangsener-
gien statistisch festgelegt: Eγ9,4 = (9405,9 ± 0,8) eV, Eγ32 = (32151,5 ± 1,1) eV.

3.4.2 Untersuchung des Quellpotentials im Troitsk-Experiment

Zeitgleich zum Mainzer Experiment wurde das auch heute noch laufende Troitsk-Exper-
iment mit einem sehr ähnlichen Spektrometer (MAC-E-Filter) durchgeführt. Der Haupt-
unterschied ist, dass in Troitsk eine fensterlose gasförmige Tritiumquelle (WGTS) ver-
wendet wurde, während in Mainz eine quench-kondensierte Tritiumquelle auf einem
Aluminiumsubstrat zum Einsatz kam. In Troitsk wurde der Einfluss des elektrischen
Potentials in der WGTS auf den gemessenen Endpunkt des β-Spektrums berücksichtigt,
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der eine systematische Verschiebung der Neutrinomasse ∆m2
ν verursachen könnte [13].

Für Neutrinomassenexperimente gilt im Algemeinen:

∆m2
ν = −2(σ21 + σ22 + σ23 + ...), (3.40)

wobei σ2i die Verschmierungskomponenten (bzw. systematischen Effekte) am Endpunkt
sind. Um eine systematische Beeinfluss, die z.B. zu einer negativen Neutrinomasse füh-
ren kan, zu vermeiden, müssen alle Störparameter, insbesondere eine nicht berück-
sichtigte räumliche bzw. zeitliche Fluktuation des elektrischen Potentials, berücksich-
tigt werden. In Troitsk wurde die gasförmige Kryptonquelle für die Untersuchung des
Potentials mit bzw. ohne Tritiumgas in der WGTS betrieben. Durch die Messda-
ten aus dem Mainzer Experiment (Tab. 3.4) sind die Eigenschaften der Krypton-
Konversionselektronen festgelegt: Die Konversinoslinien sind deutlich voneinander un-
terscheidbar; die Linien sind fast monoenergetisch bzw. mit schmalen Halbwertsbreiten;
und die Energie einiger Linien liegt nahe anderen den für das Experiment wichtigen
Energien (Endpunkt des Tritiumspektrums). Die aus Kryptonatomen emittierten Elek-
tronen sind daher ideale Sondenteilchen, die beim Durchgang durch ein elektrische
Feld in der WGTS beschleunigt oder abgebremst werden können (Falls Potenzialinho-
mogenität auftreten). Daher wäre eine Linienverbreiterung und eine Verschiebung der
Linienposition ein starkes Indiz für ein zusätzliches (oft plasmainduziertes) elektrisches
Potential. Bei den Troitskes Untersuchungen wurde angenommen, dass die Verteilung
des Kryptongases und der Tritiumgases im Quellraum identisch sei. Auf der Basis die-
ser Annahme könnnen die Potentialeffekte in der WGTS mit der Kryptonquelle sehr
präzise erfasst werden, da sich bei systematischen Effekte die sehr schmalen, nahezu
monoenergetischen Linien einerseits in iher Lage verschieben und andererseits verbrei-
tet werden.
Die K32-Konversionslinie (ca. 17,8 keV) liegt sehr nahe am Endpunkt des Tritium-β-
Spektrums mit 18,6 keV, aber aufgrund der geringen Konzentration von Krypton kann
das K32-Signal nicht mit beliebiger Genauigkeit vom

”
Untergrund“ des Tritiumspek-

trums unterschieden werden. Deswegen wurden die L2 und L3-Konversionslinien statt
der K-Linie verwendet, die energetisch weit oberhalb (ca. 30,5 keV) des β− Endpunkt
liegen. Die Messungen für die L3-Linie wurden in einem wohl definierten Intervall um
die L3-Region 4 durchgeführt. Eine Messung wird exemplarisch im Bild. 3.6 dargestellt.
Dabei wurden 45 Messpunkte im Abstand von 1 V aufeinander folgend gemessen. Diese
Messung ist zuerst nur mit der ’reinen’ Kryptonquelle ohne weitere Elektronemitter
gelaufen, dann wurde sie mit der gemischten Quelle (Krypton + Tritium) unter glei-
chen experimentellen Bedingungen wiederholt. Um an der Strahlrohrwand angefrorenes
Krypton zu vermeiden, wurde die Temperatur auf 110 K erhöht. Die Tritiumdichte in
der gemischten Quelle wurde von 2,0×1014 bis 3,0×1014 Moleküle/cm3 variiert. Die be-
obachtbare Linienverschiebung zwischen den Quellspektrum mit und ohne Tritiumgas
kann die Vermutung bestätigen, dass durch den Tritium-Zerfallsprozess Raumladun-
gen in der WGTS erzeugt werden bzw. eine elektrische Potentialverteilung entstehen

4In diesem Intervall von 30465-30490 eV konnte eine scharfe Stufe, die durch die L3-Linie verursacht

wird, deutlich beobachtet werden. Andere Linien sind ausgeschloßen.
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Abbildung 3.6: Die Messwerte integriertes Spektrums der 83mKr L3-Linie [34].

(▴): Krypton + Tritium Gemisch (●): reines Kryptongas. Die gestrichelte und punktierte

Kurve bezeichnen die theoretisch berechneten Kurven mit Linienbreiterungen von 5 eV2

und 10 eV2, die durch das Quellpotential verursacht werden.

kann [9]. Der komplette Potential-Effekt auf das Kryptonspektrum wurden mit zwei Pa-
rametern zusammengefasst: einer Linienverbreiterung σ2 und einer Linienverschiebung
δE. Der Krypton-Konversionsprozess unter Einfluss eines nicht homogenen Potentials
wurde durch die Kombination von Lorentzprofil (3.13) und Gaußprofil (3.14) beschrie-
ben, worin σ2 und δE dem Quadrat der Standardabweichung 5 und der Verschiebung
der Linienlage entsprechen. Für weiter führende Untersuchungen wurden mehrere Mes-
sungen mit verschiedenen Variablen durchgeführt, deren Messergebnisse in Abb. 3.7
dargestellt werden.

Die Quellstärke X wird dabei so definiert:

X = σinel∫ n(x)dx. (3.41)

Der Parameter σinel bezeichnet den Wirkungsquerschnitt der inelastischen Streuung,
und n(x) ist die Molekülanzahl pro Kubikzentimeter. In diesem Experiment hängt die
Quellstärke hauptsächlich von der Tritiumdichte ab, bei reiner Kryptonquelle beträgt
sie annähernd 0.
Die Variation der experimentelle Auflösung führt zu Verschiebungen zwischen den
Messwerten verschiedener Gruppen, die ähnlich bzw. gleichmäßig für jede Messungen

5σ2 beschreibt nicht nur den Potential-Effekt, sondern auch andere zufällige Effekte inklusive Dopp-

lerverbreiterung.
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Abbildung 3.7: Messung der Linienverbreiterungen und Linienlagen im

Troitsk Experiment [34]. Dargestellt sind drei Gruppen von Messungen mit unter-

schiedlichen Spektrometerauflösungen. Diese wurden eingruppiert in Abhängigkeit der

Konfiguration: reine Kryptonquelle bzw. eine gemischte Quelle und sind auch nach ihrer

Quellstärke X sortiert.
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Tabelle 3.5: Die Ergebnisse aus der Analyse der Troitsk-Quellpotential-

Messungen [34]

Messung Verbreiterung ∆σ2 in eV2 Linienverschiebung ∆E0 in eV

Run 40 (100A/15A) 1 −0,28 ± 0,30 0,193 ± 0,051

Run 39 (100A/25A) −0,24 ± 0,45 0,59 ± 0,065

Run 39 (100A/15A) +0,32 ± 0,30 0,42 ± 0,060

1 Run 39, Run 40 sind separate Messungen, die unter verschiedenen experimentellen

Bedingungen durchgeführt wurden.

(mit dem Parameter X = 0−0,26) sind und als eine Gesamtverschiebung behandelt wer-
den können. In der Analyse hat sich nicht gezeigt, dass die Anwesenheit von Tritium
zu einer beträchtlichen Linienverbreiterung führt. Hingegen sind Linienverschiebungen
zwischen Kryptonquelle und gemischten Quelle deutlich beobachtbar, die aber nur ge-
ringfügig von der Quellstärke abhängen.

In der Tab.3.4.2 wurde der Potential-Effekt auf der 83mKr L3-Linie dargestellt. Weitere
Untersuchung haben gezeigt, dass die Verschmierung aus dem Effekt des elektrischen
Potentials in der WGTS von Troitsk einen Wert von 0,4 eV2 nicht überschreiten kann.
Die negative Verschiebung des Neutrinomassenquadrats kann daher innerhalb des In-
tervalls von −0,8 < ∆m2

ν ≤ 0 eV2 eingeschränkt werden [34].

3.5 Verwendung von Krypton im KATRIN Experiment

Um die in [9] detailliert beschriebene Design-Sensitivität des KATRIN Experiments zu
erreichen, müssen alle Beiträge zur systematischen Unsicherheit genau bekannt sein, da
nach der Beziehung 3.40 jede unbekannte Fluktuation σ zu einer Verschiebung der Mess-
größe Neutrinomassenquadrat führt. Die genaue elektrische Potentialdifferenz zwischen
Quell- und Analyseort und deren Stabilität ist in diesem Zusammenhang eine maßgeb-
liche systematische Unsicherheit. Dafür wird ein Präzisionsspannungsteiler verwendet
und außerdem eine Kalibrationsquelle aus kondensiertem 83mKr aufgebaut [17].
Die Forderung von ∆m2

syst < 0,0075 eV2/c4 [9] impliziert z.B. eine Genauigkeit der
Spannungskontrolle auf 3,3 ppm bei 18,6 keV. Daher erfolgt die HV-Stabilitätskontrolle
nicht nur durch eine präzise elektronische Spannungsmessung, sondern ergänzend mit
einer 83mKr-Kalibrationsquelle als natürlichem Standard. Tritt eine monoenergetische
Kalibrationsquelle zur Stablilitätskontrolle hinzu, so bewirkt das hochfrequente Rau-
schen eine Störung in der Breite der Linie und wird damit nachweisbar. Die Kontrolle
wird mit einer Reihe von Messungen mit unterschiedlichen Kalibrationsquellen an meh-
reren Einsatzorten innerhalb des KATRIN Experiments durchgeführt.
In der WGTS von KATRIN kann beigemischtes 83mKr-Gas bei einer erhöhten Be-
triebstemperatur des Strahlrohrs bei T = 120 K verwendet werden. Messungen mit ei-
ner solchen Kalibrationsquelle im Hauptstrahlengang bedeuten eine erhebliche Störung
des regulären Tritiummessbetriebs. Daher ist eine permanente synchrone Überwachung
nicht möglich. Eine exakte Überprüfung der Potentialbedingung in der WGTS bleibt
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daher auf Messpausen beschränkt.
Als Kalibrationsquelle in der CPS hat 83mKr eine monoenergetische Konversionslinie
mit der Energie im Endpunktsbereich des Tritium-β-Spektrums und einer bekannten
Winkelverteilung außerhalb der WGTS. Damit lässt sich die Transmissionsfunktion des
Hauptspektrometers inklusive ihrer Ortsabhängigkeit für Elektronen in einem weiten
Winkelbereich vermessen. Um eine langfristige ’Kontamination’ des Hauptspektrome-
ters mit einem β-Emitter zu vermeiden, muss die Kalibrationsquelle in der Hauptstrahl-
führung kurze Halbwertszeiten aufweisen. Diese Bedingung ist nur mit einer konden-
sierten 83mKr-Quelle erfüllt.
Außerhalb der Hauptstrahlführung wird eine Kalibrationsquelle in einem zweiten Spek-
trometer (Monitorspektrometer) vermessen. Die angelegte Hochspannung wird dadurch
permanent überprüft. Da eine Kalibrationsquelle im Monitorspektrometer energetisch
stabil sein muss, besteht hier wieder die Möglichkeit, eine kondensierte 83mKr-Quelle
einzusetzen.
Zur Kontrolle von ortsabhängigen Abweichungen des Potentials kann eine Kombinati-
on aus 83mKr-Gasquelle in der WGTS und einer beweglichen Kalibrationsquelle in der
CPS dienen. Die 83mKr-Gasquelle ist sensitiv auf räumliche Abweichungen des Quell-
potentials und gleichzeitig abhängig von räumlichen Abweichungen im Hauptspektro-
meter. Eine Kalibrationsquelle in der CPS ist hingegen nur auf die Abweichungen am
Hauptspektrometer empfindlich. Ist diese Quelle justierbar, so entfällt jede weitere Ab-
hängigkeit von den lokalen Quelleigenschaften. Sowohl Abweichungen in der WGTS als
auch im Hauptspektrometer können mittels der Ortsauflösung des Detektors und ei-
ner entsprechenden Modifikation der Transmissionsfunktion anhand der Daten von den
Kalibrationsquellen registriert werden. Diese Kontrolle ist nur in Tritiummesspausen
möglich. Der detaillierter Prozess ist in Abb. 3.8 dargestellt.

Zur Minimierung des störenden Einflusses einer zeitlichen Drift (Abb. 3.9) zwischen
den Tritiummessphasen müssen alle Kalibrationsquellen in hohem Mass stabil blei-
ben. Wenn das aus der WGTS stammende Konversionselektronensignal stabil ist, so
wird davon ausgegangen, dass keine zusätzlichen Fluktuationen die Tritiummessdaten
beeinflußen. Ist dies nicht der Fall, dient die Kalibrationsquelle in der CPS der Identifi-
kation der Ursache der Instabilität. Ist hierbei das Signal aus der CPS stabil, kann die
Instabilität auf die WGTS zurückgeführt werden. Wenn es ebenfalls stabil ist, besteht
ein Problem im Hauptspektrometer. Trotzdem kann eine Störung in der WGTS noch
nicht ausgeschloßen werden und nur bei stabilem Spektrometer untersucht werden. In
einem letzten Schritt kann schließlich ein Problem am Hauptspektrometer mit einer
Kalibrationsquelle am Monitorspektrometer analysiert werden.
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Abbildung 3.8: Ein Flussdiagramm zur Kontrolle der räumlichen Stabilität

bzw. der Transmissionsfunktion des KATRIN-Aufbaus [17] Auf der linken Sei-

te wird eine Instabilität der Tritiumdaten angenommen. Mittels der Kalibrationsquellen

können dann die ortsabhängigen Potentialverhältnisse bestimmt werden und die Trans-

missionsfunktion angepasst werden.
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Abbildung 3.9: Ein Flussdiagramm zur Kontrolle der zeitlichen Stabilität des

KATRIN-Aufbaus [17]. Auf der linken Seite ist folgender Sachverhalt dargestellt:

wenn das Signal der gasförmigen 83mKr-Quelle in der WGTS stabil ist, kann zusätzlich

mit einer Kalibrationsquelle in der CPS gemessen werden. Zeigt diese Instabilitäten,

bedeutet dies zunächst kein primäres Problem für die Tritiumdaten, zieht aber die

Kalibrationsquelle in Zweifel. Ist die Kalibrationsquelle in der CPS ebenfalls stabil,

kann eine weitere Quelle im Monitorspektrometer auf ihre Stabilität überprüft werden.

Ist sie stabil, so liegt kein Problem mit der Hochspannung vor, zeigt diese Linie eine

Verschiebung, so liegt ’lediglich’ ein Problem am Monitorspektrometer vor.



4. Modellierung des Krypton Modus

der WGTS

In Kapitel 3 wurden die bisher berücksichtigten Konzepte des Kryptonmodus vorge-
stellt, die nun in die Simulation implementiert werden müssen. Die Simulation in dieser
Arbeit wurde als Erweiterung des im Rahmen des KATRIN Experiments entwickelten
Programmpakets Source Spectrum Calculations (SSC) [15] durchgeführt, in dem alle
bisher für die Berechnung des Quellspektrums entwickelten Funktionen zusammenge-
fasst wurden. In Kap. 4.1 wird die bisherige Struktur bzw. der Status von SSC kurz
vorgestellt.
Neben den schon bestehenden Programmroutinen sind einige neue Methoden, die spe-
ziell für die Krypton Simulationen dienen, in SSC eingebaut worden. Damit kann das
longitudinale Dichteprofil des Kryptongases durch numerische Lösung der gasdynami-
schen Differentialgleichungen beschrieben werden (Kap. 4.2).
Unter Berücksichtigung der eingestellten Quellparameter wird das erwartete Spektrum
im Rahmen von SSC berechnet. Zusätzlich wird in Kap. 4.3 das Krypton-Spektrum bei
verschwindendem Quellpotential berechnet, bevor in Kap. 4.4 das Spektrum für ver-
schiedene angenommene Potentiale berechnet wird.
Abschließend werden die Ergebnisse der Simulation analysiert und damit das Messver-
fahren für WGTS-Potentiale getestet.

4.1 Bestehende Simulationen

Für die früheren Simulationen der Tritiumquelle wurden vorwiegend integrale Größen
der gesamten Quelle verwendet. Zur Beschreibung der dynamischen Eigenschaften in
der WGTS wurden beispielsweise nur die Säulendichte der Tritiummoleküle ρd oder
mittlere i-fache Streuwahrscheinlichkeiten Pi der gesamten Quelle für ein konstantes
Quellmagnetfeld BS = 3.6 T berechnet [35]:

ρd = 5 ⋅ 1017 cm−2, (4.1)

P0 = 0,413339

P1 = 0,292658

P2 = 0,167331 (4.2)

P3 = 0,079129

P4 = 0,031776.

Allerdings werden Elektronen, die in unterschiedlichen Bereichen der Quelle entste-
hen, nicht mit gleichen Wahrscheinlichkeiten gestreut. Eine differenziertere Analyse
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auf der Basis von mittleren Parametern ist naturgemäß nicht möglich, so dass Beiträge
der deutlichen Abweichungen der Streuwahrscheinlichkeiten zum integrierten Spektrum
nicht berücksichtigt wurden.
In SSC wurden erstmals alle zu berücksichtigenden Effekte eingebaut. Mit dieser Funk-
tionalität können die Eigenschaften der WGTS gut beschrieben werden. Als eine Zu-
sammenstellung aller Funktionen entwickelt sich der SSC Code durch die Optimierung
bestehender Programmteile und die Einführung weiterer Funktionen aktuell immer wei-
ter.
Der Code SSC (Kap. 4.1.2) hat die detaillierte Beschreibung und Modellierung der
WGTS zum Ziel. Dafür ist eine 3D-Unterteilung der WGTS in genügend kleine Vo-
lumina erforderlich. In einem Schritt wurde eine longitudinal äquidistante Unterteilung
für das 10 m-Strahlrohr ausgewählt. Unter Berücksichtigung der Inhomogenitäten auf
dem Querschnitt ist eine Unterteilung in radiale und azimutale Richtung zwingend
notwendig. Ausgehend davon, wie der zu untersuchende Quellparameter sich räumlich
verändert, kann der Grad der Unterteilung angepasst werden. Dafür wurden genaue
Beschreibungen aller Quellparameter in SSC miteinbezogen. Ein wichtiger Parameter
hierbei ist die Gasdynamik in der Quelle, die im folgenden Abschnitt erläutert wird.

4.1.1 Gasdynamik in der WGTS

Eine grundlegende Anforderung an die Quelle im KATRIN Experiment ist erforderli-
che Stabilisierung der Säulendichte ρd der Tritiummoleküle auf dem 10−3 Level. Für
eine genaue Beschreibung der WGTS spielt die Dichteverteilung der Tritiummolekü-
le eine zentrale Rolle. Im Rahmen der Gasdynamik kann die longitudinale Tritium-
Dichteverteilung aus der Geometrie des Strahlrohrs, dem Einlassdruck pin und dem
Tritiumdurchsatz q bei konstanter WGTS-Temperatur berechnet werden. Dies gilt auch
für ein longitudinales Temperaturprofil und auch die radiale/azimutale Temperaturva-
riation, die in Kombination zu einem 3D-Dichteprofil führen [36]. Gleichfalls muss die
Dichteverteilung der Kryptonmatome entlang des Strahlrohrs bekannt sein. Aufgrund
des höheren Siedepunkts von Krypton (bei Standarddruck p = 1 bar erfolgt dies bei
Ts = 119,79 K) muss die Temperatur der WGTS erhöht werden. Für die Berechnungen
dieser Arbeit wird eine überall in der WGTS konstante Temperatur T = 120 K an-
genommen. Dies wird experimentell durch den Austausch des Strahlrohrkühlmediums
Neon durch Argon erreicht.

4.1.1.1 Tritium-Dichteprofil bei T = 120 K

Die T2-Kr-Gasmischung wird in der Mitte der WGTS in einer Injektionskammer (x = 0)
in das Strahlrohr eingebracht. Die Kryptonkonzentration ist im Vergleich zu Tritium
sehr gering (in der Größenordnung 10−4∼10−5) [37]. Daher kann der Einfluss von Kryp-
ton auf das Tritium vernachlässigt werden. Untersuchungen von Kalempa und Sharipov
in [37] basieren auf den nachfolgenden theoretischen Rechenmethoden: Für eine Gasmi-
schung aus s Komponenten wird der dimensionslose Durchsatz Jα des Gases α definiert
durch

Jα = − L

nin
(min

m
)
1/2 s

∑
β =1

Gαβ
nα
nβ

dnβ

dx
, (4.3)



4.1. Bestehende Simulationen 47

wobei L die Länge des Strahlrohrs ist und nin, nα und nβ die Injektionsdichte bzw. die
Anzahldichte der Gasmischung der Gasanteile α und β bezeichnen. Die Parameter min

und m sind dabei die Molmassen der Gasmischung. Der Massenstrom Gαβ kann im Fall
des reinen Tritiumgases durch folgende Beziehung beschrieben werden [36]

G11(δ1) = 8

3
√
π

1 + 0,04δ0,71 ln δ1

1 + 0,78δ0,81

+ (δ1
4
+ 1,018) δ1

1 + δ1
, (4.4)

mit δ1(x) = n1(x)
n1in

δin,

δin = rpin
µvm

∶ ’Rarefaction’ Parameter der Gasmischung am Injektionspunkt,

vm = (2RgT

m
)
1/2

∶ wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Gasmoleküle,

pin ∶ Gasdruck im Injektionspunkt,

T = 120 K ∶ WGTS-Temperatur im Kryptonmodus

µ ∶ Gasviskosität bei 120 K

r ∶ Radius des Strahlrohrs,

Rg = 8,31441 J/(K ⋅mol) ∶ universelle Gaskonstante.

Damit ergibt sich der Durchsatz von gasförmigen Tritium zu

J1 = −G11(δ1)
L

nin

dn1
dx

. (4.5)

Durch Integration wird diese Gleichung umgeformt in

J1 ⋅ (
L

2
− x) = L

δin
∫

δ1

0
G11(δ

′
1)dδ

′
1. (4.6)

Man kann nun die beiden Gleichungen 4.5 und 4.6 kombinieren. Mit bekannten Rand-
bedingungen

n1 = n1in, beix = 0, (4.7)

n1 = 0, beix = L

2
, (4.8)

kann der ’Rarefaction’ Parameter als eine Funktion der Strahlrohrachsen δ1 = δ1(x)
numerisch gelöst werden. Mit der Beziehung δ1(x) = n1(x)δin/n1in wird das Tritium-
Dichteprofil entlang des Strahlrohrs bei 120 K ermittelt.

4.1.1.2 Entmischung von T2 und Kr

Aufgrund des Unterschieds der mittleren Geschwindigkeit zwischen Komponenten der
Gasmischung tritt in der WGTS ein Entmischungsphänomen auf. Im Vergleich mit Tri-
tium hat Krypton eine so große Masse, dass die Entmischung aus dem Hintergrund nicht
vernachlässigbar ist. Die Dichteverteilung der Kryptonmoleküle wird gleichfalls durch
Formel 4.3 berechnet. Es muss hier noch die Auswirkung des Dichtegradienten auf den
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Krypton-Durchsatz berücksichtigt werden. Die Koeffizienten Gαβ werden ausgedrückt
durch [36]

G21(δ1) = 0,037δ21

1 + 0,193δ1,931

+ (δ1
4
+ 1,018) δ1

1 + δ1
, (4.9)

G22(δ1) = 0,40365(1 + 9,4δ1 + 1,25δ21)
1 + 12δ1 + 8,75δ21 + 1,2δ31

. (4.10)

mit bekanntem δ1 = δ1(x) aus Gl. 4.6. Ähnlich wie bei Gl. 4.5 erhält man für das
Kryptongas die differentielle Gleichung

J2
n1in
L

= −G21(x)
n2
n1

dn1
dx

− G22(x)
dn2
dx

. (4.11)

Um die unbekannte Konstante zu eliminieren, wird eine neue Variable n∗2(x) = n2(x)
J2n1in

eingeführt, damit erhält man eine numerisch lösbare Gleichung

G21(x)
n∗2
n1

dn1
dx

+ G22(x)
dn∗2
dx

= − 1

L
, (4.12)

mit der Randbedingung

n∗2 = 0, beix = L

2
. (4.13)

Gleichung 4.12 ist unabhängig von der Kryptongasdichte am Injektionspunkt, da für
die Konzentration von Kr C2(x) = n2/n die Bedingung

C2in ≪ 1 (4.14)

vorausgesetzt wird.
Auf diese Weise erhält man die relative Konzentration C2(x)/C2in, die als eine charak-
teristische Größe des Kryptongases angegeben wird, durch eine Beziehung

C2(x) = C2in
n∗2(x)n1in
n∗2(0)n1(x)

. (4.15)

Bisher wurden alle Rechenschritte im Rahmen der Gasdynamik vorgestellt. Die ent-
sprechende Implementierung und die Ergebnisse werden in Kap. 4.2 gezeigt.

4.1.1.3 Dopplerverbreiterung

In Kap. 3.1.2 wurde bereits erwähnt, dass der Dopplereffekt eine Verbreiterung der
Spektrallinien verursacht. In der WGTS besitzt ein Molekül aufgrund der thermischen
Bewegung eine Geschwindigkeit, die immer eine in oder entgegen der Emissionsrichtung
des Elektrons gerichtete Komponente besitzt. Ein mit dem Muttermolekül mitbewegtes
Elektron besitzt eine erhöhte kinetische Energie, umgekehrt erniedrigt sich die Energie,
wenn das Elektron entgegen der Molekülbewegungsrichtung emittiert wird. Bei Gasen
folgen die Geschwindigkeiten der Moleküle einer Maxwell-Boltzmann-Verteilung. Die
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daraus resultierende Verbreiterung des Elektronenspektrums kann durch eine Gauß-
kurve beschrieben werden. Ihre Standardabweichung hängt von der Temperatur T und
der Molekülmasse M in atomaren Einheiten ab [38]

σ = 4(ln 2)1/2 (me

M
kTEkin)

1/2
= 0,078(kTEkin

M
)
1/2
, (4.16)

mit der Boltzmann-Konstanten k und der kinetischen Energie Ekin des Elektrons. Für
die Konversionselektronen aus 83mKr mit der Energie 17,8 keV erhält man bei 120 K
die Standardabweichung σ = 116,2 meV.
Bei den folgenden Berechnungen wird die von der Temperatur abhängige Dopplerver-
breiterung für alle Stellen in der WGTS gleicherweise behandelt, da der reelle Tempe-
raturgradient und die entsprechende Geschwindigkeitsverteilung der Moleküle in dieser
Arbeit nicht berücksichtigt wurden.

4.1.2 Integriertes Spektrum

Im KATRIN Experiment wird die Rate der durch das Spektrometer transmittierten
Elektronen vom Detektor gemessen. Das von der Enerige abhängige differentielle Spek-
trum kann daher nicht direkt ermittelt werden. Das Messprinzip eines MAC-E-Filters
basiert auf der Messung des integrierten Spektrums. Durch Variation des Spektrometer-
potentials qU kann man die Untergrenze der Elektronenenergien verändern, da nur der
hochenergetische Teil mit E > qU des differentiellen Spektrums passieren kann. Durch
präzise Kalibration der Quellparameter sei nachfolgend das differentielle Spektrum ab-
solut bekannt. Die am Detektor registrierte Ereignisanzahl N hängt dann ausschließlich
vom angelegten Spektrometerpotential qU ab:

N(qU) = NtU ∫
∞

0

dN

dE
⋅R(E, qU)dE (4.17)

mit der Anzahl der Tritiummoleküle bzw. Kryptonatome N in der WGTS und der Mes-
szeit tU

1. Die differentielle Zählrate dN/dE ist durch Gl. 1.13 für Tritium oder durch
Gl. 3.15 für Krypton ausgedrückt. Zur Berechnung des integrierten Betaspektrums und
des Konversionsspektrums werden im Folgenden die notwendigen Modifikationen des
differentiellen Spektrums und die Quellparameter mit Ausnahme des zuvor ausführlich
diskutierten Dichteprofils kurz vorgestellt. Ergänzende Details finden sich in der Di-
plomarbeit von M. Hötzel [15].

4.1.2.1 Modifikationen des differentiellen Spektrums und Quellparameter

Um eine exakte Beschreibung des differentiellen Spektrums zu erreichen, müssen noch
einige zerfallsspezifische Korrekturen und experimentelle Effekte berücksichtigt werden:

� Der Einfluss der Emission der virtuellen und reellen Photonen auf die Energie
des Elektrons lässt sich durch die Strahlungskorrekturen beschreiben, die bei der
Berechnung als zusätzlicher energieabhängiger Faktor im differentiellen Spektrum
verwendet werden.

1Für alle Berechnungen sei tU = 1 s.
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� Zu jedem Zeitpunkt muss bekannt sein, wie viele Moleküle sich in der WGTS
befinden. Daher ist die Tritiumreinheit bei bekannter Säulendichte der Quelle ein
wichtiger Parameter.

� Beim Betazerfall der Tritiummoleküle entstehen zweiatomige Tochtermoleküle
3HeT+, die sowohl elektronische Anregungszustände als auch Rotations- und Vi-
brationsanregungen besitzen. Für Kryptonatome hingegen spielen nur elektroni-
sche Anregungszustände eine Rolle. Ein derartiger Anregungszustand beansprucht
einen gewissen Teil der Zerfallsenergie, so dass die kinetische Energie des Elek-
trons und des Neutrinos entsprechend reduziert wird. Im Rahmen von genauen
Berechnungen für die Energie Ef und Pf aller angeregten Endzustände kann eine
sogenannte Final State Distribution (FSD) angegeben werden, die gemeinsam mit
der Strahlungskorrktur frad(E) das differentielle Spektrum wesentlich modifiziert.

� Bei der niedrigen Temperatur T = 30 K besitzen die Moleküle in der WGTS noch
nicht vernachlässigbare thermische Geschwindigkeiten 2. Unter Berücksichtigung
des davon verursachten Dopplereffekt lässt sich eine Verbreiterung des differen-
tielle Spektrums berechnen, die vom Temperaturprofil der Quelle bzw. dem Ge-
schwindigkeitsprofil der Moleküle abhängt.

Magnetfeld

Das Profil der Magnetfeldstärke BS in der WGTS ist im Zusammenhang mit der Ma-
gnetfeldkonfiguration des gesamten Experiments wichtig, da dies bei einem MAC-E-
Filter einen entscheidenden Einfluss auf die Messungen hat. Zur Berechnung dieses
Magnetfeldes wurden alle beim KATRIN Experiment verwendeten supraleitenden So-
lenoide und ihre Geometrie berücksichtigt.

Temperaturprofil

Die Temperatur der WGTS und die davon abhängigen Geschwindigkeiten der Quell-
moleküle beeinflusst über die Dopplerverbreiterung die Messung der Neutrinomasse.
Außerdem hängt die Dichteverteilung in der Quelle stark von der Temperatur des
Strahlrohrs ab. Die durch spezielle Zwei-Phasenmechanismen gekühlte WGTS (siehe
Kap. 2.2.1) verfügt mit dem ’inner radiation shield’ eine gute Abschirmung der externen
Wärmeeinträge. Von besonderer Relevanz ist dabei die störende Wärmestrahlung durch
die Pumpstutzen, die zu einem longitudinalen Temperaturprofil führt. Das beidseitig
am Strahlrohr angelötete Kühlsystem auf der Basis von Zwei-Phasenkryofluiden führt
darüber hinaus zu einem schwächeren Temperaturgradienten in radialer und azimuta-
ler Richtung. Das dafür zuständige Programm kombiniert die beiden zuvor genannten
Effekte zu einem 3D-Temperaturprofil der WGTS.

Geschwindigkeitsprofil der Tritiummoleküle

Die Geschwindigkeiten der Tritiummoleküle in der WGTS folgen einer wohlbekannten

2Die mittlere Geschwindigkeit beträgt v̄ ≈ 350 m/s.
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Maxwell-Boltzmann-Verteilung. Diese Geschwindigkeitsverteilung muss aufgrund der
durch ständige Injektion und Abpumpen entstehenden Tritiumzirkulation noch modi-
fiziert werden. Durch eine numerische Berechnung lässt sich das Geschwindigkeitsprofil
in der WGTS berechnen und verwenden.

4.1.2.2 Räumliche Unterteilung der Quelle

Für eine detaillierte Simulation muss man zur Implementierung der auftretenden Varia-
tionen die Ortsabhängigkeit der Quellparameter berücksichtigen, wie die Anzahldichte
der Moleküle, Streuwahrscheinlichkeiten und Elektronen-Energieverluste in der Ant-
wortfunktion. Durch eine Unterteilung der Quelle in kleine Volumenelemente Vi kann
man für jedes Vi mit den in ihm näherungsweise homogenen physikalischen Quellpa-
rametern ein Subset des integrierten Spektrums berechnen. Schließlich lässt sich durch
Summation der Subsets das integrierte Spektrum der gesamten WGTS berechnen, das
von KATRIN gemessen wird. Dieses Prinzip ist für den Tritium Modus bei 30 K im
Programmpaket SSC implementiert, welches im folgendes beschrieben wird.

Longitudinale Unterteilung

Aufgrund der in der longitudinalen Richtung stark variierenden Dichteverteilung und
damit auch Streuwahrscheinlichkeiten (Kap. 4.1.2.3) ist primär eine longitudinale Un-
terteilung des 10 m-Strahlrohrs notwendig. Diese Unterteilung der WGTS in genügend
kleine Volumina Vi ermöglicht die detaillierte Beschreibung und Modellierung einzel-
ner Quellbereiche als dünne Scheiben, in denen die Quellparameter homogen behandelt
werden können. Diesen Scheiben sollen den dort herrschenden physikalischen Größen
zugeordnet und daraus der Beitrag zum Quellspektrum berechnet werden. Der Grad
der Aufteilung wird nach der erforderlichen Genauigkeit ausgewählt. Gleichzeitig muss
der von der feinen Aufteilung verursachte Rechenaufwand berücksichtigt werden. Bei
der Betrachtung spezieller Quellparameter kann dabei eine nicht äquidistante Untertei-
lung sinnvoll sein. Zur Untersuchung des Krypton-Dichteprofils sollte die Unterteilung
nahe des Mittelpunkts sehr fein, im Bereich nahe an den Pumpstutzen eher grob sein,
da die Dichte in der Mitte der WGTS um bis zu 2 Ordnungen größer als im Bereich
des 1. Pumpports ist. In dieser Arbeit wurde als erster Ansatz zur exploratorischen
Untersuchung der Effekte eine longitudinal äquidistante Unterteilung ausgewählt.

Radiale und azimutale Unterteilung

Um eine vollständige Beschreibung der WGTS zu ermöglichen, muss eine dreidimen-
sionale Unterteilung der Quelle implementiert werden. Da auch radiale und azimutale
Inhomogenitäten der Quellparameter nicht vernachlässigbar sind, ist eine Unterteilung
in diese orthogonalen Richtungen sinnvoll. Der Querschnitt der WGTS wird daher in
kleine Segmente aufgeteilt, in der die physikalischen Parameter als konstant angenom-
men und einzelne Berechnungen durchgeführt werden. Da die radialen und azimutalen
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Abbildung 4.1: Schematische longitudinale Unterteilung der WGTS in 10 äqui-

distante Bereiche [15]. Die Graustufen bezeichnen das Dichteprofil in der WGTS. Ein

im rückwärtigen Teil der Quelle emittiertes Elektron muss eine längere Weglänge durch-

laufen und erfährt mit höherer Wahrscheinlichkeit eine Streuung als ein Elektron aus

dem spektrometernahen Ende der Quelle. Die einzelnen Bereiche der Quelle werden

daher separat betrachtet.

Abhängigkeiten der Quellparameter noch nicht komplett bekannt sind, wurde im Rah-
men dieser Arbeit nur eine longitudinale Unterteilung verwendet.

4.1.2.3 Antwortfunktion und integriertes Spektrum

Emittierte Konversionselektronen können trotz einer ausreichender Startenergie den
Detektor nicht erreichen, wenn sie auf ihrem Weg durch die Quelle mit Quellmolekülen
inelastisch streuen. Außerdem modifiziert die Transmissionsfunktion (siehe unten) als
fundamentale Spektrometereigenschaft den Anteil transmittierter Elektronen. Der Ein-
fluss solcher Quell- und Spektrometereffekte auf das integrierte Spektrum wird durch
die Antwortfunktion

R(E, qU) = ∫
E/2

0
T (E − ε, qU) ⋅ (P0δ(ε) + P1f(ε) + P2(f ⊗ f)(ε) + . . .)dε (4.18)

beschrieben. Sie ist eine Faltung der Transmissionsfunktion T mit den gewichteten Ener-
gieverlusten f(ε) (siehe unten). Die Grundlagen finden sich in [15] und werden hier nur
kurz vorgestellt.

Transmissionsfunktion

Mit der Endpunktsenergie des Betaspektrums E0 = 18575 eV, der Magnetfeldstärke
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in der Analysierebene des Spektrometers BA = 3 ⋅ 10−4 T und dem maximalen Magnet-
feld Bmax = 6,0 T ergibt sich die Energieauflösung eines MAC-E-Filters [9] zu:

∆E = E ⋅ BA
Bmax

= 0,93 eV. (4.19)

Damit wird die Transmissionswahrscheinlichkeit des Elektrons im Spektrometer durch
die folgende Transmissionsfunktion beschrieben

T (E, qU) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 E − qU ≤ 0

1−
√

1− E − qU
E

BS
BA

1−
√

1− ∆E
E

BS
BA

0 < E − qU ≤ ∆E

1 E − qU > ∆E

(4.20)

mit dem bekannten Magnetfeld BS = 3,6 T, dem Spektrometerpotential qU und der
Energie des Elektrons E. Elektronen mit zu kleiner Longitudinalenergie können das
Spektrometerpotential nicht überwinden, die Transmission ist in diesem Fall Null. Die
endliche Energieauflösung bedingt durch die isotrope Winkelverteilung des β-Emitters
eine partielle Transmission von Elektronen mit einer Energie nahe an der Potential-
barriere, wohingegen Elektronen mit einer Energie größer als qU + ∆E ungehindert
passieren können.

Inelastische Streuung und Energieverluste

Die Elektronen können an den Molekülen in der Quelle inelastisch streuen. Die Wahr-
scheinlichkeit des Energieverlusts ε durch eine inelastische Streuung lässt sich durch
eine charakteristische Energieverlustfunktion

f(ε) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

A1 exp(−2(ε− ε1)2
ω2

1
) für ε < εc

A2
ω2

2

ω2
2 +4(ε− ε2)2 für ε ≥ εc

(4.21)

beschreiben [39] mit den Paramentern A1 = 0,204 ± 0,001, ω1 = 1,85 ± 0,02, A2 =
0,0556 ± 0,0003, ω2 = 12,5 ± 0,1, ε2 = 14,30 ± 0,02, ε1 = 12,6 und εc = 14,09.
Sie wurde durch die Untersuchung der Streuung von 18,6 keV Elektronen an Tritium-
und Deuteriummolekülen mit dem Troitsk-Spektrometer ermittelt. Vor der Diskussion
und weiteren Untersuchungen für Elektronen in anderen Energiebereichen (Krypton-
Konversionselektronen bei 30 keV) werden diese Parameter als Näherungswerte über-
genommen.

Streuwahrscheinlichkeiten

Die Energieverlustfunktion der 1-, 2-, und vielfach Streuung kann durch die Formel 4.21
und ihre Faltungen (f ⊗ f ⊗ . . .)(ε) festgelegt werden. Für eine vollständige Beschrei-
bung der Energieverluste müssen noch die Streuwahrscheinlichkeiten Pi bekannt sein,
mit der eine 1-fache oder mehrfache Streuung in der Quelle erfolgen kann.
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Die Wahrscheinlichkeit Pi einer i-fachen Streuung eines Elektrons, das an der longi-
tudinalen Position z und unter dem Winkel θ emittiert wird, ist gegeben durch eine
Poissonverteilung

Pi(z, θ) = exp(−λσtot)
(λσtot)i

i!
, (4.22)

mit der effektiven Säulendichte

λ(z, θ) = 1

cos θ
∫

l

z
ρ(z′)dz′ (4.23)

Dabei beträgt der totale Wirkungsquerschnitt der Streuung an Tritiummolekülen σtot =
3,40 ⋅ 10−18 cm2 bei 18,6 keV Elektronen [39]. Der Parameter ρ(z) bezeichnet dabei die
Dichte der Tritiummoleküle an der Position z.

Integriertes Spektrum der gesamten WGTS

Für die Berechnung des integrierten Spektrums muss noch der Effekt des Magnetfel-
des beim Elektronen-Transport berücksichtigt werden. Mit der Magnetfeldkonfiguration
von KATRIN werden Elektronen, die unter einem Winkel größer als dem Grenzwert
θmax emittiert werden, durch den magnetischen Spiegeleffekt reflektiert und gelangen
nicht zum Detektor. Dieser Grenzwert ergibt sich zu

θmax = arcsin( BS
Bmax

) ≈ 50,7○ (4.24)

für ein Quellmagnetfeld BS = 3,6 T und ein maximales Magnetfeld Bmax = 6,0 T.
Dementsprechend dürfen nur die Elektronen mit Emissionswinkeln θ < θmax in der
Berechnung des integrierten Spektrums berücksichtigt werden. Ihr Verhältnis zur Ge-
samtzahl der isotrop emittierten Elektronen kann durch eine Raumwinkelbetrachtung
festgelegt werden

Ω = ∫
2π

0
dϕ∫

θmax

0
sin θdθ = 2π(1 − cos θmax) (4.25)

Ω

4π
= 1 − cos θmax

2
. (4.26)

Das integrierte Spektrum muss demzufolge mit 1− cos θmax

2 multipliziert werden. Im Un-
terteilungselement s mit der Querschnittsfläche A und Länge d ergibt sich für die mitt-
lere i-fache Streuwahrscheinlichkeit Pi

Pi =
1

d(1 − cos θmax) ∫
d

0
dz∫

θmax

0
Pi(z, θ) sin θdθ (4.27)

mit Pi(z, θ) aus Gl. 4.22.
Die integrierte Rate der Zerfallselektronen bei einer lokal konstanten Kryptondichte
oder Tritiumdichte ρs beträgt nach Gl. 4.17

Ns(qU) = 1 − cos θmax

2
⋅ ρsAdtU ∫

∞

0

dNV

dE
⋅Rs(E, qU)dE (4.28)
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Tabelle 4.1: Quellparameter und ihre Standardwerte [15].

Länge des Strahlrohrs L = 10 m

innerer Radius des Strahlrohrs R = 4,5 cm

Säulendichte von Tritium ρd = 5 ⋅ 1017 cm−2

Temperatur T = 30/120 K

longitudinaler Temperaturgradient ∆T = 0,0 K

Tritiumreinheit εT2 = 0,95

Magnetfeld in der Analysierebene BA = 3 ⋅ 10−4 T

maximales Megnetfeld Bmax = 6,0 T

Endpunkt des Tritium-β-Spektrum E0 = 18575 eV

Neutrinomasse mν = 0,0 eV

Untergrundrate Γb = 10 mHz

Detektoreffizienz εDet = 0,9

Schließlich wird das integrierte Spektrum der gesamten WGTS ermittelt durch

N(qU) = ∑
s

Ns(qU). (4.29)

Das Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung und Modellierung der WGTS im Kryp-
tonmodus, die auf der bestehenden Implementierung für den Tritiumbetriebsmodus
basiert. Die meisten Funktionen in SSC, die für die Beschreibung des Quellsystems und
der Spektrometerparameter (Magnetfeld, Temperaturprofil) dienen, können für die Si-
mulation dieser Arbeit leicht angepasst oder ohne Korrektur verwendet werden. Die
in dieser Arbeit verwendete Quellparameter und ihre Standardwerte sind in Tab. 4.1
aufgelistet. Für die physikalischen Größen, die spezifisch die Eigenschaft der Kryptona-
tome und ihres Konversionsprozesses beschreiben, wurden spezifische Modellierungen
konstruiert. In den folgenden Kapiteln werden die im Rahmen dieser Arbeit durchge-
führten Simulationen für die Dichteverteilung der Kryptonatome in der WGTS und das
integrierte Konversionsspektrum vorgestellt.

4.2 Implementierung der Gasdynamik

Mit den vorgegebenen Eingabeparametern in Tab. 4.2 und Tab. 4.1 können die in Kapi-
tel 4.1.1 vorgestellten gasdynamischen Gleichungen numerisch gelöst werden. Im ersten
Schritt wurde eine Berechnung für das Dichteprofil von Tritium bei T = 120 K basie-
rend auf [36] implementiert.
Ausgehend von der Kopplung von Gl. 4.5 und 4.6 lässt sich der Rarefaction Parameter
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Tabelle 4.2: Eingabeparameter der Quelle [37].

Temperatur T = 120 K

gesamter Injektionsdruck pin = 13,80µbar

Injektionsdruck von T2 p1in = 13,79µbar

Injektionsdruck von Kr p2in = 13,80 × 10−3 µbar

Rarefaction Parameter im Injektionpunkt δin = 13,8

Abbildung 4.2: Relative Dichteverteilung von Tritium bei T = 120 K. Die rote

Kurve bezeichnet die im Rahmen dieser Arbeit numerisch berechnete relative Dich-

teverteilung des Tritium n(x)/nin. Zum Vergleich werden die Literaturwerte aus den

numerischen Rechnung in [36] als blaue Punkte dargestellt.

mit Anfangswert δ1(0) = δin iterativ ermitteln

−G11(δ1)
L

nin

dn1
dx

⋅ (L
2
− x) = L

δin
∫

δ1

0
G11(δ

′
1)dδ

′
1

−G11(δ1)
δ1(x + ∆x) − δ1(x)

∆x
(L

2
− x) = ∫

δ1

0
G11(δ

′
1)dδ

′
1. (4.30)

Das Ergebnis dieser Berechnung wird in Abb. 4.2 mit der relativen Anzahldichte n(x)/nin
gezeigt.
Im zweiten Schritt wurde für die Berechnung mit Krypton eine analoge Behandlung

durchgeführt, die auf dem Ergebnis der Tritiumberechnung basiert. Der Ausgangs-
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Abbildung 4.3: Relative Konzentration von Krypton. Die im Rahmen dieser Ar-

beit berechnete relative Konzentration des Krypton C2/C2in wird als rote Kurve aufge-

tragen. Die Literaturwerte aus numerischen Rechnungen in [36] sind als blaue Punkte

auftragen.

punkt dafür ist die numerische Lösung der Gleichung 4.12 mit der Randbedingung
n2(L/2) = 0.

G21(x)
n∗2(x)
n1(x)

n1(x + ∆x) − n1(x)
∆x

+ G22(x)
n∗2(x + ∆x) − n∗2(x)

∆x
= − 1

L
(4.31)

Durch eine angemessene Auswahl des Intervalls ∆x erfolgt eine komplette Berechnung
für die T2-Kr Quelle. Ihr Ergebnis für die relative Konzentration des Krypton C2/C2in

wird in Abb. 4.3 dargestellt.
In beiden Abbildungen wird deutlich, dass die für diese Arbeit berechneten Dichte-

profile die Werte von Kalempa und Sharipov [37] sehr gut reproduzieren. Damit lässt
sich nun die Krypton-Konzentration an die im Experiment herrschenden Bedingungen
anpassen. Für die folgende Simulation wird die Kr-Anzahldichte beliebiger Position in
der Quelle n2(x) durch die Beziehung n2 = C2

C2in
⋅ n1C2in und eine angemessene Inter-

polation angegeben. Die Anzahldichte der Tritium-Moleküle n1 lässt sich nach der in
KATRIN gewünschten Säulendichte ρd = 5 × 1017 cm−2 festlegen, während die Kon-
zentration im Injektionspunkt C2in durch die experimentell herrschenden Bedingungen
bestimmt wird.

4.3 Implementierung des Krypton-Spektrums

Differentielles Krypton Spektrum

In Kap. 4.1 wurden physikalischen Größen vorgestellt, die für die Beschreibung der Kon-
versionsspektren erforderlich sind. Mit den in Tab. 3.1 aufgelisteten Größen (Linienlage,
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Abbildung 4.4: K32-Linie mit Satelliten. Der Peak mit der höchsten Amplitude ist

die K-Konversionslinie. Die beiden Nebenlinien an der niederenergetischen Seite be-

zeichnen von links nach rechts die 4s- und 4p1/2/4p3/2-Shakelinien. Die 4p1/2-Linie und

4p3/2-Linie sind wegen der überlappenden Linienlage nicht unterscheidbar. Die Breite

einer Linie kann zumindest nicht kleiner als die Breite der ursprünglichen Konversions-

linie sein. Diese Untergrenze ist hier 2,71 eV.

Linienbreite und Konversionskoeffizient) lassen sich nun die erwarteten Konversionsli-
nien ohne Schwierigkeiten charakterisieren. Unter Berücksichtigung der Shake Off/Up
Linien (Kap. 3.3) erhält man das komplette Spektrum. In Abb. 4.4- 4.6 sind differentiel-
le Spektrallinien, die im KATRIN Experiment verwendet werden können, exemplarisch
dargestellt.

In Abb. 4.4 wird die Spektrallinie im Bereich der K-Konversion gezeigt. Zur Bestim-
mung der Intensitäten und Linienlagen für die Satelliten wurden die theoretischen Werte
in Tab. 3.2 und 3.3 verwendet. Die gesamte Intensität dieses Bereichs, der die Hauptli-
nie und die Shakelinien in Bezug auf K-Konversion einschliesst, wurde zu AK = αK

∑αi
≈

0,237 bestimmt. Der Beitrag der Hauptlinie zu AK beträgt 79,5%, die fehlenden 20,5%
werden durch Shake-Off/Up Effekte beigetragen. Die wichtigsten Beiträge hierzu kom-
men von den 4s und 4p1/2/4p3/2 Nebenlinien mit 1,80 %, 4,39 % und 9,06 %.
In Abb. 4.5 sind die erwartete LII32-Konversionslinien gezeigt. Die Intensität des LII32-
Bereichs beträgt ca. 0,246, davon ergeben sich die relativen Anteile der Komponenten
der LII-Linie: 82,2 %, 4s: 1,53 %, 4p1/2: 3,86 % und 4p3/2: 8,13 %. Für die Breite der
Shakelinien wurde wiederum ein Minimalwert (hier 1,25 eV) vorausgesetzt.
Die Spektrallinien der LIII32-Konversion und ihre Nebenlinien, die insgesamt die größ-
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Abbildung 4.5: LII32-Linie mit Satelliten. Neben der Hauptlinie (30422,6 eV) sind

dazu zwei Nebenlinien an der niederenergetischen Seite aufgetragen, die durch 4s

(30379,4 eV) und 4p1/2/4p3/2 (30403,52 eV) Shake Off/Up Effekte verursacht werden.

An der anderen Seite der Konversionslinie taucht die 4s-Shakelinie (30431,7 eV) der

LIII32-Konversion auf.
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Abbildung 4.6: LIII32-Linie mit Satelliten. Die Konversionslinie befindet sich bei

E = 30474,9 eV mit dem Intensitätsverhältnis von 82,3 %. Daneben liegen wieder zwei

Satelliten 4s (30431,7 eV) und 4p1/2/4p3/2 (30455,82 eV), die eine Breite von 1,19 eV

besitzen.
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te Intensität von 0,383 besitzen, wurden in Abb. 4.6 aufgetragen.
Im Falle einer Beschränkung auf eine approximative Beschreibung sind die Spektral-
linien im Bereich der Shake Off/Up-Energien nicht analysierbar. Daher werden in der
Simulation und zukünfigen Messungen die Spektrallinien in solchen Bereichen nicht
analysiert. Die Durchführung der Analyse erfolgt nur in der Umgebung der Konversi-
onslinie, z.B. in einem 5 eV breiten Intervall um die K-Konversionslinie. In diesem Fall
werden die integrierten Shakelinien als Untergrund behandelt und ihre Profile nicht
berücksichtigt.

Voigtprofil und Faltung

Unter Berücksichtigung des Dopplereffekts wird das differentielle Spektrum statt mit
Lorentzkurven mit Voigtkurven beschrieben. Wie in Kap. 3.1.2 erwähnt wurde, handelt
es sich hierbei um eine Faltung einer Lorentzfunktion mit einer Gaußfunktion

V (E,σ,Γ) = ∫
+∞

−∞
G(E′, σ)L(E −E′,Ee,Γ)dE′

= A ⋅ ∫
+∞

−∞

1√
2πσ

exp(−E
′2

2σ2
) Γ

2π

1

(E −Ee)2 + Γ2/4 . (4.32)

Für das Faltungsintegral existiert keine analytische Lösung: es kann jedoch numerisch
integriert werden. Dafür aber ist erheblicher Rechenaufwand notwendig. Andererseits
kann dieses Integral als Realteil der imaginären Fehlerfunktion ω(z) näherungsweise
ausgedrückt werden:

V (E,σ,Γ) = Re[ω(z)]√
2πσ

(4.33)

ω(z) = e−z2

erfc(−iz). (4.34)

Hier ist z definiert als

z = E + iΓ√
2σ

. (4.35)

Die konjugierte Fehlerfunktion erfc(x) ist gegeben durch

erfc(x) = 1 − 2√
π
∫

x

0
e−x

′2
dx′. (4.36)

Das Integral lässt sich als eine Potenzreihe ausdrücken:

∫
x

0
e−x

′2
dx′ =

∞
∑
k =0

(−1)kx2k+1
k!(2k + 1) . (4.37)

Schließlich kann V (E,σ,Γ) mit hinreichend vielen Gliedern beliebig gut angenähert
werden

V (E,σ,Γ) = 1√
2πσ

Re [e−z2 (1 − 2√
π

N

∑
k =0

(−1)k(−iz)2k+1
k!(2k + 1) )] . (4.38)
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Abbildung 4.7: Differenz zwischen Lorentzprofil und Voigtprofil. Unter Be-

rücksichtigung der Dopplerverbreiterung wurde das differentielle Konversionsspektrum

durch Gl. 4.38 und Gl. 4.40 berechnet. Aufgetragen ist hier der Unterschied der beiden

Profile. Das Maximum der Abweichung in der Linienlage bedeutet, dass die Amplitu-

de des Peaks aufgrund der Dopplerverbreiterung abnimmt. Die beiderseitigen Minima

weisen auf eine Verbreiterung der Linie hin.

Die Potenzreihe in Gl. 4.37 konvergiert nur für z mit kleinem Betrag. Bei ∣z∣ ≫ 1 muss
erfc(x) durch einen Kettenbruch ausgedrückt werden.

erfc(x) = e−x
2

√
π

( 1

x+
1/2
x+

1

x+
3/2
x+

2

x+ . . .) (4.39)

Ð→V (E,σ,Γ) = 1√
2πσ

Re [ 1√
π

( 1

−iz+
1/2
−iz+

1

−iz+
3/2
−iz+ . . .)] . (4.40)

In der Berechnung dieser Arbeit wurde für die Anzahl der Glieder N = 300 ausgewählt.
Im Vergleich mit einer numerischen Integration wurde gezeigt, dass mit diesem Verfah-
ren ein optimaler Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand erreicht wird.

Integriertes Spektrum

Mit den bereits diskutierten Konzepten und den im Anhang aufgelisteten Eingabepara-
metern lässt sich das integrierte Spektrum von 83mKr-Konversionselektronen berechnen.
In Abb. 4.8-4.10 werden die erwarteten Spektren von K32-, LII32- und LIII32-Linien,
ohne Quellpotential gezeigt. In den Berechnungen für Krypton im Rahmen von SSC
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werden folgende Voraussetzungen beachtet:

1. Die Berechnungen werden für konstante Temperatur T = 120 K und konstantes
Magnetfeld BS = 3,6 T in der WGTS durchgeführt. Damit ist der maximale Öffnungs-
winkel θmax = 50,7○ in allen Unterteilungselementen der WGTS identisch.

2. Radiale und azimutale Inhomogenitäten in der WGTS werden in diesen Berech-
nungen nicht berücksichtigt. Für die longitudinalen Unterteilung wird die 10 m lange
WGTS in 1000 Elemente (Scheiben) mit einer Breite von 1 cm aufgeteilt. Alle Quell-
parameter wie Kryptondichte und Streuwahrscheinlichkeiten werden innerhalb eines
Elements als konstant behandelt.

3. Die Zerfallsrate Ṅ an Konversionselektronen einer Scheibe wird normiert durch (siehe
Gleichungen 3.24 und 3.26)

Ṅ = Ntot ⋅
1

τ
⋅ α

α + 1
= 1,052 ⋅ 10−4Ntot, (4.41)

mit der Lebensdauer τ = 9504,5 s (T1/2 = 1,83 h = 6588 s) und gesamtem Konversions-
koeffizienten α = 2029,7 [20]. Die Anzahl der 83mKr-Atome Ntot der Scheibe ist gegeben
durch

Ntot = ρd ⋅A ⋅ ε ⋅C, (4.42)

mit der Tritium-Säulendichte ρd dieser Scheibe, Tritiumreinheit ε, Konzentration C von
Krypton und Fläche A des WGTS-Querschnitts. Für die Konzentration C wurde der
Wert C = 2,44 ⋅ 10−9 angenommen [40].

4. Unter Berücksichtigung der erwarteten Detektoreffizienz muss die Zerfallsrate noch
mit einem Wert η = 0,9 multipliziert werden.

4.4 Berechnung des integrierten Spektrums für verschie-

dene Quellpotentiale

Unter Berücksichtigung des Quellpotentials wird das integierte Spektrum durch Gl. 4.49
berechnet. In diesem Kapitel werden einige einfache Funktionen als Approximation an
ein reelles Potentialprofil in der WGTS vorgestellt und diskutiert, sowie die entspre-
chenden Spektren werden dargestellt. Für die Berechnungen eines einzelnen Spektrums
wurde die WGTS nach der Berechnung der Streuwahrscheinlichkeiten mit 1000 Scheiben
zu 10 Scheiben zusammengefasst und jedem Volumenelement wurde ein Potentialswert
zugewiesen. Dieser Vorgang hat keinen Einfluss auf die Genauigkeit der Streuwahr-
scheinlichkeiten und sonstigen Parameter, reduziert aber die Rechenzeit und ermöglicht
ausreichend viele Simulationen. Für detailliertere Simulationen kann später mit einer
beliebig feineren Aufteilung gerechnet werden.
In Kap. 4.5.1 wird diskutiert, dass die Potentialfunktion sich für bestimmte Fälle durch
ein Polynom annähern lässt. Hier werden drei Beispiele gegeben:
Beipiel 1:

q1(x) = 0,045x, 0 ≤ x ≤ 10,0 (4.43)
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Abbildung 4.8: Integriertes Spektrum der K32-Konversion. In der hier dargestell-

ten Berechnung wurde der Elektronenuntergrund, der nicht von der K32-Konversion

verursacht wird, ausgeschaltet. Dabei wurde vorausgesetzt, dass kein Quellpotential in

der WGTS existiert. Die dargestellte Spektrometerspannung im Intervall von 17815 bis

17840 V ist so gewählt, dass keine Shake Off/Up Phänome beobachtet werden.
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Abbildung 4.9: Integriertes Spektrum der LII-Konversion. Da die LII-

Konversionslinie über beidseitige Satelliten verfügt, steht für Analyse nur ein schmales

Energieintervall von 30415 -30425 eV zur Verfügung.
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Abbildung 4.10: Integriertes Spektrum der LIII-Konversion. Das in der LIII-

Region (30465 -30490 eV) mit SSC berechnete Spektrum zeigt ab 30472 eV eine deutli-

che Stufe. Dies stimmt gut mit dem in Abb. 3.6 dargestellten Spektrum überein. Wie

in Abb. 4.8 und Abb. 4.9 wurde der Einfluss eines möglichen Quellpotentials hier nicht

berücksichtigt.
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Es wird in diesem Szenario angenommen, dass das Quellpotential eine lineare Verteilung
in der WGTS (Abb. 4.11 a)) aufweist. Das entsprechende integrierte Spektrum wird in
Abb. 4.11 b) gezeigt.
Beispiel 2:

q2(x) = 0,003x + 0,0004x2, 0 ≤ x ≤ 10,0 (4.44)

In diesem Fall wird das Störpotential als eine Polynomfunktion zweiten Grades ange-
nommen. Ihre zwei Koeffizienten a1 und a2 werden angepasst (Kap. 4.5). Die von q2(x)
verursachte Variation des Spektrums kann in Abb. 4.12 optisch nachvollzogen werden.
Beispiel 3:

q3(x) = 0,011(x − 5,0)2, 0 ≤ x ≤ 10,0 (4.45)

Wenn das Quellpotential symmetrisch um den Mittelpunkt der WGTS wäre, ist diese
Funktion ein Kandidat (siehe Abb. 4.13).
Bei diesen Beispielen betragen die maximalen Schwankungen ∆q1 = 405 mV, ∆q2 =

59,4 mV und ∆q3 = 275 mV. Diese im Vergleich zur Linienbreite geringfügigen Ver-
schiebungen und Verbreiterungen der Linien lassen sich im Rahmen des im nächsten
Kapitel vorgestellten Analyse als kleine Störung parametrisieren.

4.5 Analyse mit Quellpotential q(x)
Wie in Kap. 3.4.2 gezeigt wurde, kann ein mögliches elektrisches Potential in der WGTS
die Messung der Neutrinomasse beeinflussen. Im Troitsk-Experiment hat man daher
mit 83mKr den Einfluss eines möglichen inhomogenen Quellpotentials auf das Konver-
sionsspektrum untersucht, damit die Störung des integrierten Tritium-Betaspektrums
in einem aus den Kr-Messungen abgeleiteten Potential abgeschätzt werden kann. Für
eine Übernahme der Ergebnisse aus dem Troitsk-Experiment müssen einige Aspekte
berücksichtigt werden:

� Durch die Analyse mit der Verschmierung des 83mKr-Spektrums lässt sich tatsäch-
lich nur ein mit den Kryptondichten gewichteter Mittelwert des elektrischen Po-
tentials q̄ in der Quelle ermitteln. Die Potentialverteilung entlang des Strahlrohrs
kann nicht angegeben werden. Wegen des oben diskutierten Entmischungsphäno-
mens verteilen sich die Kr-Atome und T2-Moleküle nicht identisch (Kap. 4.1.1),
weshalb eine direkte Anwendung von q̄ auf die Berechnung für das Tritium Spek-
trum sorgfältig überlegt sein muss.

� Die Geometrie und die Arbeitsbedingungen der WGTS bei KATRIN und beim
Troitsker Experiment sind unterschiedlich, wodurch sowohl das T2 Dichteprofil
als auch Potentialprofil in beiden Experimenten unterschiedlich sein wird.

� Die leicht unterschiedliche Temperaturen in der Quelle (110 K in Troitsk und 120 K
bei KATRIN) können verschiedene thermische Dopplerverbreiterungen verursa-
chen.

Aus diesen Gründen sind im KATRIN Experiment dezidierte Messungen erforderlich,
um das mittlere Potential und falls möglich auch die Potentialverteilung in der Quelle
festzulegen.
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Abbildung 4.11: a) Potentialfunktion in der WGTS mit dem Modellansatz

q1(x) = 0,045x (V). Für die Berechnungen wurde das lineare Quellpotential durch eine

stufenförmige Funktion approximiert, da in jedem Unterteilungselement das Quellpo-

tential als konstant vorausgesetzt ist. b) Integriertes Spektrum für q1(x). Aufge-

tragen ist in blau das integrierte Spektrum für q1(x). Im Vergleich zum Spektrum in

rot, das einem verschwindenden Quellpotential entspricht, wird eine deutlich sichtbare

Linienverschiebung beobachtet.
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Abbildung 4.12: a) Potentialfunktion in der WGTS. Hier ist das Potential ein

Polynom 2. Grades mit den exemplarischen Werten q2(x) = 0,003x + 0,0004x2 (V)

gezeigt. b) Integriertes Spektrum für q2(x). Die blaue Kurve zeigt das für q2(x)
erwartete integrierte Spektrum, während die rote wieder das LIII-Spektrum ohne Be-

rücksichtigung des Potentials ist.
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Abbildung 4.13: a) Potentialfunktion in der WGTS. Angenommene Potentialfunk-

tion: q3(x) = 0,011(x − 5,0)2 in V. b) Integriertes Spektrum für q3(x). Die blaue

Kurve: LIII-Spektrum für q3(x). Die rote Kurve: Spektrum für verschwindendes Quell-

potential.
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4.5.1 Grundlage zur Bestimmung des Potentials

Entlang des WGTS-Strahlrohrs existiert ein unbekanntes Potential q(x) als eine Funk-
tion der Koordinate x ∈ [0,0 m, 10,0 m]. In einem Unterteilungselement der WGTS,
z.B. einer Scheibe s, werden im Rahmen des hier eingesetzten SSC-Codes alle Parame-
ter als näherungsweise konstant behandelt, inklusive des Potentials, das mit qs bezeich-
net wird. Ohne elektrisches Potential wird das gemessene integrierte Spektrum durch
Gl. 4.17 beschrieben zu

N0(qU) = ∑
s

C ∫
∞

0
f(E) ⋅Rs(E, qU)dE, (4.46)

mit:C = 1 − cos θmax

2
⋅ ρs(Kr)Ad, (4.47)

f(E) = dNV

dE
. (4.48)

Für die hier vorgestellten Analyse kann das Potential es als eine unbekannte ortsab-
hängige Komponente des Spektrometerpotentials behandelt werden. In der Scheibe s
beträgt das Spektrometerpotential qU + qs statt qU . Die physikalische Bedeutung dafür
ergibt sich durch die Tatsache, dass ein Elektron in der Scheibe s ein Potential qU + qs
überwinden muss, um den Detektor zu erreichen. Das integrierte Spektrum mit einem
Quellpotential lässt sich damit ausdrücken durch

N(qU) = ∑
s

C ∫
∞

0
f(E) ⋅Rs(E, qU + qs)dE. (4.49)

Man kann qs als eine kleine Störung von qU behandeln, da in KATRIN die Beziehung
qs/qU ≪ 1 immer erfüllt wird [9]. So kann Gl. 4.49 durch eine nach wenigen Gliedern
abgebrochene Taylorreihe in der Umgebung von qU angenähert werden

N(qU) =∑
s

C ∫
∞

0
f(E) ⋅ [Rs(E, qU) + R′

s(E, qU)qs

+ R′′
s (E, qU)

2!
q2s +

R′′′
s (E, qU)

3!
q3s + . . .]dE

=N0(qU) + ∑
s

qsC ∫
∞

0
f(E) ⋅R′

s(E, qU)dE

+ ∑
s

q2s
2!
C ∫

∞

0
f(E) ⋅R′′

s (E, qU)dE

+ ∑
s

q3s
3!
C ∫

∞

0
f(E) ⋅R′′′

s (E, qU)dE + O(q4s), (4.50)

mit R(n)s = dnRs(E, qU)
d(qU)n . (4.51)



70 4. Modellierung des Krypton Modus der WGTS

Nach der Formel 4.18 kann man die Ableitungen der Antwortfunktion in einer Scheibe
Rs(E, qU) nach dem Spektrometerpotential qU durch die Ableitungen der Transimis-
sionsfunktionen ausdrücken

R(n)s (E, qU) = ∫
E/2

0
T (n)(E − ε, qU) ⋅ gs(ε)dε, (4.52)

mit gs(ε) = P0δ(ε) + P1f(ε) + P2(f ⊗ f)(ε) + . . . . (4.53)

Im ersten Schritt wurde in der folgenden Analyse nur bis zu 3. Ordnung gerechnet,
weitere Terme der höheren Ordnungen werden in dieser Arbeit vernachlässigt, da qs ≪
qU . Die 1-, 2- und 3-fachen Ableitungen der Transmissionsfunktion lauten damit

T ′(E, qU) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 E − qU ≤ 0
−BS

2EBA

√
1− E − qU

E

BS
BA

⋅κ
0 < E − qU ≤ ∆E

0 E − qU > ∆E

(4.54)

T ′′(E, qU) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 E − qU ≤ 0
B2

S

4E2B2
A(1−

E − qU
E

BS
BA
)

3/2
⋅κ

0 < E − qU ≤ ∆E

0 E − qU > ∆E

(4.55)

T ′′′(E, qU) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 E − qU ≤ 0
−3B2

S

8E3B3
A(1−

E − qU
E

BS
BA
)

5/2
⋅κ

0 < E − qU ≤ ∆E

0 E − qU > ∆E

(4.56)

mit κ = 1 −
√

1 − ∆E

E

BS
BA

. (4.57)

Mit der Polynomentwicklung des integrierten Spektrums kann die vom unbekannten
Quellpotential verschmierte Elektronenrate durch eine Summe der Rate ohne Potential
N0(qU) und einer Polynomfunktion für die Variable qs dargestellt werden. Als Vergleich
wird das integrierte Konversionsspektrum ohne und mit dem Einfluss des Potentials
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berechnet. Mit den verschiedenen Werten qU1, qU2, . . . qUn erhält man das nachfolgende
Gleichungssystem

N(qU1) − N0(qU1) =∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′

s(E, qU1)dE) qs

+ ∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′′

s (E, qU1)dE) q
2
s

2!

+ ∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′′′

s (E, qU1)dE) q
3
s

3!

N(qU2) − N0(qU2) =∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′

s(E, qU2)dE) qs

+ ∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′′

s (E, qU2)dE) q
2
s

2!

+ ∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′′′

s (E, qU2)dE) q
3
s

3!

⋮
⋮

N(qUn) − N0(qUn) =∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′

s(E, qUn)dE) qs

+ ∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′′

s (E, qUn)dE) q
2
s

2!

+ ∑
s

Cs (∫
∞

0
f(E) ⋅R′′′

s (E, qUn)dE) q
3
s

3!
(4.58)

Die 3n in den Klammern dargestellten Koeffizienten lassen sich unabhängig von qs mit
für diese Arbeit entwickelten Programm berechnen und in einer Datenbank speichern, so
dass in der weiteren Analyse der dafür benötigte große Rechenaufwand vermieden wird.
Bei dieser Methode wird der Querschnitt der WGTS näherungsweise als Äquipotential-
fläche behandelt, d.h. man berücksichtigt nur die Potentialverteilung in longitudinaler
Richtung und qs beschreibt den mittleren Einfluss des Quellpotentials in Scheibe s.
Theoretisch können unendlich viele Spektrometerspannungen ausgewählt werden, um
genügend miteinander linear unabhängige Gleichungen (n ≥ s) zu erhalten, die zur
Bestimmung der s Variablen erforderlich sind.
In der Praxis ist die Anzahl der Parameter durch die Anzahl der Messungen beschränkt.
Würde man die WGTS in 1000 Scheiben unterteilen, wären auch Messungen bei 1000
Spannungen qUi notwendig. Eine große Anzahl an Messungen bedeutet jedoch einen
großen experimentellen und zeitlichen Aufwand. Außerdem kann die Schrittweite zwi-
schen einzelnen Spannungen qUi aufgrund der Schwankungen des Spektrometerpoten-
tials nicht beliebig klein gewählt werden.
Da es bislang noch keine verlässlichen Simulation oder Berechnungen für ein bei KATRIN
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zu erwartendes Quellpotential gibt, ist es zunächst einfacher, mögliche Potentiale und
deren Effekt auf das integrierte Kryptonspektrum zu untersuchen. Naheliegend sind
Polynome, da später auch komplizierte analytische Ausdrucke durch eine nach wenigen
Gliedern abgebrochene Potenzreihenentwicklung an einem Punkt angenähert werden
können. Ausgehend davon wird ein unbekanntes Potential ausgedrückt durch

q(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + . . . + anxn, (4.59)

unter der Voraussetzung, dass die für die Funktion q(x) mit der Position x in der
WGTS entwickelten Polynome im Bereich der WGTS konvergieren. In diesem Fall ist
die Bestimmung der Gliederanzahl noch eine offene Frage. Ohne ein auf der Physik eines
kalten, magnetisierten Plasmas basierenden Modells für das Potentialprofil können nur
verschiedene generische Potentialverläufe untersucht werden, um eine optimal angepas-
ste Form auszufinden. In Prinzip können die meisten Potentialverläufe mit weniger als
10 Gliedern mit genügender Genauigkeit angenähert werden.
Als Beispiele wurden drei einfache Polynome als Potentialfunktion in den Berechnungen
verwendet. Ihre entsprechende Analyseergebnisse werden im Folgenden diskutiert.

4.5.2 Analyseergebnisse

Mit dem in Kap. 4.4 diskutierten Potential-Beispiel wurde das für diese Arbeit ent-
wickelte Fit-Verfahren getestet. Für die Anpassungen wurde das Paket TMinuit in
entsprechender Weise optimal eingestellt. TMinuit bestimmt die Parameter durch die
Minimierung der Prüfgröße Chi-Quadrat, die die Abweichung zwischen der angepassten
Funktion und den Messwerten beschreibt [41]. Sie ist definiert durch

χ2 =
m

∑
i=1

(ni − n0i)2
n0i

, (4.60)

mit der Anzahl m der Messwerte. Die Größen ni und n0i beschreiben die einzelnen
angepassten Funktionswerte und die experimentellen Messwerte. Zur Anpassung der
Parameter werden die Chi-Quadrat-Werte χ2 und Parameterfehler angegeben, damit
die Anpassungsergebnisse beurteilt werden können. In den Anpassungen der nachfolgen-
den Beispiele wurden die Simulationswerte, die mit dementsprechendem Quellpotential
und 30 verschiedenen Retardierungsspannungen (qU = 30472,0 − 30475,0 eV mit einer
Schrittwerte von 0,1 eV) berechnet wurden als Messwerte verwendet.

Anpassung für q1(x) = 0,045x
Die angepasste Potentialfunktion a0x besitzt nur einzigen freien Parameter a0. Die Si-
mulation wurde mit der Messzeit 1 Sekunde durchgeführt. Die Ergebnisse sind

χ2 = 23,16,

q1(x) = 0,0451x,

a0 = 0,0451 ± (0,0011).
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Dieses Potentialprofil hat einen maximalen Wert von 450 mV in der 10. Scheibe (sie-
he Abb. 4.11). Die genau angepassten Parameter und der geringe Fehler haben gezeigt,
dass die Methode zur Bestimmung des Potentials im Energiebereich von einiger 100 mV
erfolgt. Der Wert von Chi-Quadrat ist kleiner als den entsprechenden kritischen Wert
χ2 < 42,56, der sich durch die Anzahl der Messwerte (m = 30) und Parameter (n = 1)
ergibt [41]. Damit ist diese Anpassung akzeptabel.

Anpassung für q2(x) = 0,003x + 0,0004x2

Die angepasste Potentialfunktion ist a0x + a1x2 mit den beiden Parametern a0 und a1.
Für ein kleines Potential wie in diesem Beispiel wurde die Messzeit auf 1000 Sekunden
erhöht um die kleinen Auswirkungen auf die integrierte Linie deutlich unterscheiden zu
können. Dann erhält man

χ2 = 7,22,

q2(x) = 0,00317x + 0,000429x2,

a0 = 0,00317 ± (0,00055),

a1 = 0,000429 ± (0,000083).

Eine weitere Verlängerung der Messzeit würde die Parameterfehler noch weiter redu-
zieren.

Anpassung für q3(x) = 0,011(x − 5,0)2
Die angepasste Potentialfunktion ist a0(x + a1)2 mit den beiden Parametern a0 und a1
ergibt folgende Anpassungsergebnisse:

χ2 = 40,90,

q3(x) = 0,0118(x − 5,219)2,

a0 = 0,0118 ± (0,0041),

a1 = −5,219 ± (1,321).
(4.61)

Ähnlich wie Beispiel 2 werden hier gute Anpassungsergebnisse für eine Messzeit von
250 Sekunden erzielt. Auch hier gilt, dass der Einfluss des Potentials nur sehr gering ist
und deshalb die Messzeit im Vergleich zu Beispiel 1 deutlich vergrößert werden muss.
Aufgrund des zu geringen mittleren Potentials kann die Minimierung der Chi-Quadrat-
Funktion nur lokal durchgeführt werden. Um diese Parameter anpassen zu können,
wurde die Anpassung für den Parameter a1 in einem Intervall von [2,0; 8,0] lokal im-
plementiert.
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Die Anpassungsergebnisse zeigen, dass die Anpassungen für ein bei KATRIN erwarte-
tes kleines Quellpotential mit zwei (oder mehr) Parametern gut funktionieren. Mit den
durchgeführten Simulationen kann ermittelt werden, wie lange bei den verschiedenen
Spannungen gemessen werden muss, um kleine Potentialeffekte überhaupt nachweisen
zu können. Zur Bestimmung eines komplizierten Quellpotentials werden wahrscheinlich
viele Parameter gleichzeitig angepasst. Dafür muss die Genauigkeit der Simulation wei-
ter erhöht werden. Vor einer sinnvollen Anpassung müssen zuerst alle Elemente, die
mehr oder weniger das integrierte Spektrum beeinflussen, exakt ermittelt werden. Die-
se Aufgabe wird an die Vorabmessungen gestellt, die mit der Kryptonquelle allein bei
KATRIN Standardbedingung durchgeführt werden. Für die Anpassungen dieser Arbeit
wurde das integrierte Spektrum durch eine nach vier Gliedern abgebrochene Taylorreihe
(siehe Gleichung 4.51) ausgedrückt. Im nächsten Schritt können mehr Glieder höherer
Ordnung berücksichtigt werden, damit das Spektrum noch besser angenähert werden
kann. Außerdem ist eine feinere Unterteilung der WGTS für die Untersuchung des stark
variablen Quellpotentials erforderlich, weshalb für zukünftige Untersuchung eine feinere
Unterteilung in 1000 Scheiben vorgeschlagen wird.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde das bestehende Programm SCC, das zuvor nur für die
Berechnungen im Hinblick auf eine detaillierte Beschreibung der KATRIN Tritiumquelle
diente weiter entwickelt. Das Hauptziel hierbei war es, das erwartete Elektronenspek-
trum im sogenannten Kryptonmodus der WGTS detailliert berechnen zu können.

In einem ersten Schritt wurde die Beschreibung des differentiellen Konversionsspek-
trums einer 83mKr-Quelle realisiert. Hierbei handelt es sich um die Superposition ver-
schiedener Lorentzlinien. Diese wurden in SSC mit theoretisch berechneten Parametern
implementiert. Im nächsten Schritt wurde der Einfluss des Shake Off/Up-Effekts auf das
Spektrum untersucht, wobei die Ergebnisse der theoretischen Analyse referiert werden.
Schließlich wurde der Doppler-Effekt berücksichtigt, in dem die Konversionsspektren
durch Voigtkurven beschrieben wurden. Insbesondere wurden spezielle numerische Be-
rechnungen entwickelt, um die Faltung des differentiellen Spektrums effektiver durch-
zuführen.

Für die Berechnung des integrierten Konversionsspektrums wurde zunächst die Gas-
dynamik von atomarem Krypton untersucht, da die ortsabhängige Kryptondichte ei-
ne wichtige Rolle in den Berechnungen spielt, z.B. für die Streuwahrscheinlichkeite
des Elektrons. In einem longitudinalen Unterteilungselement (Scheibe) des WGTS-
Strahlrohrs wurde das Spektrum mit allen lokalen Quellparamtern (Temperatur, Teil-
chendichte, Transmissionfunktion, inelastische Streuwahrscheinlichkeit usw.) berechnet.
Auf der Basis dieser Methode erhält man durch eine Zusammensetzung aller Scheiben
das gesamte integrierte Meßspektrum.

Einen wichtigen Bestandteil dieser Arbeit bildete die Untersuchung der optimalen Stra-
tegie, mit der ein räumlich inhomogenes elektrisches Quellpotential in der WGTS ex-
perimentell bestimmt werden kann. Da das Quellpotential durch das Vorhandensein
möglicher Plasmaeffekte nur zu einer geringfügigen Abweichung führt, wurde das vom
lokalen Potential abhängige Konversionsspektrum durch eine Entmischung in Taylor-
polynome vom Grade 4 mit genügenden Genauigkeit angenähert. Durch den Vergleich
zwischen dem Meßspektrum und des parametrisierten Approximation für das Potential
kann die Potentialverteilung entlang der WGTS angepasst werden.

Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden und Programme wurden nur durch zahlrei-
che Simulationen getestet, da momentan noch keine Messdaten zur Verfügung stehen.
Für die praktische Analyse mit Messwerte müssen später zunächst die physikalischen
Eigenschaften der 83mKr-Konversionselektronen (Linienform, Linienlage, Linienbreite,
Linienamplitude usw.) in der WGTS genau vermessen werden.
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Die hier entwickelten Programme sind ein erster wichtiger Schritt zur detaillierten Be-
schreibung der WGTS im Kryptonmodus bei T = 120 K. Die durchgeführten Analysen
haben bestätigt, dass dieser von der experimentellen Seite aus sehr aufwändige Be-
triebsmodus in hohem Maße geeignet ist, mögliche systematische Effekte durch das
magnetisierte kalte Plasma in der WGTS mit hoher Präzision zu erkennen. Als weite-
re Schritte hin zu einer noch umfassenderen Beschreibung der WGTS verbleiben eine
vollständig dreidimensionale Gasdynamik und Modellierung, eine Einbeziehung elek-
tronischer Anregungszustände (final state distribution) sowie die Einbeziehung aller
relevanten Strahlungskorrekturen.
Nach Komplettierung der hier begonnenen Modellierung der WGTS im Kryptonmodus
steht dem KATRIN Experiment mit dem Code SSC ein umfassendes Analysepaket zur
Messung der Neutrinomasse mit minimierten systematischen Fehlern zur Verfügung.
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Außerdem möchte ich Herrn Dr. Lutz Bornschein für die wertvollen Ratschläge und
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laut oder Sinn nach entnommenen Inhalte anderer Werke an den entsprechenden Stellen
unter Angabe der Quellen kenntlich gemacht und keine weiteren Hilfsmittel verwendet
zu haben.

Jiayu Hua, Nov. 2010


	Inhaltsverzeichnis
	1 Einführung
	1.1 Neutrinophysik
	1.2 Messung der Neutrinomasse
	1.2.1 Neutrinomasse aus dem Tritiumbetazerfall
	1.2.2 Neutrinomassenexperimente


	2 Das KATRIN Experiment
	2.1 Messprinzip
	2.2 Überblick des Experiments
	2.2.1 Tritiumquelle
	2.2.2 Transportsektion
	2.2.3 Spektrometer
	2.2.4 Detektor und Rearsection


	3 Physik des Kryptonmodus der WGTS
	3.1 Grundlagen
	3.1.1 Innere Konversionselektronen
	3.1.2 83mKr-Konversionselektronen
	3.1.3 83mKr-Konversionselektronen Spektrum

	3.2 Theoretische und experimentelle Bestimmung der 83mKr-Linien
	3.2.1 Die Linienlage
	3.2.2 Der Konversionskoeffizient
	3.2.3 Die Linienbreite

	3.3 Shake Off/Up Effekt
	3.4 Verwendung von Krypton im Mainz und Troitsk Experiment
	3.4.1  Bestimmung der 83mKr-Konversionseigenschaft im Mainzer Experiment 
	3.4.2 Untersuchung des Quellpotentials im Troitsk-Experiment

	3.5 Verwendung von Krypton im KATRIN Experiment

	4 Modellierung des Krypton Modus der WGTS
	4.1 Bestehende Simulationen
	4.1.1 Gasdynamik in der WGTS
	4.1.1.1 Tritium-Dichteprofil bei T=120K
	4.1.1.2 Entmischung von T2 und Kr
	4.1.1.3 Dopplerverbreiterung

	4.1.2 Integriertes Spektrum
	4.1.2.1 Modifikationen des differentiellen Spektrums und Quellparameter
	4.1.2.2 Räumliche Unterteilung der Quelle
	4.1.2.3 Antwortfunktion und integriertes Spektrum


	4.2 Implementierung der Gasdynamik
	4.3 Implementierung des Krypton-Spektrums
	4.4 Berechnung des integrierten Spektrums für verschiedene Quellpotentiale
	4.5 Analyse mit Quellpotential q(x)
	4.5.1 Grundlage zur Bestimmung des Potentials
	4.5.2 Analyseergebnisse


	5 Zusammenfassung und Ausblick
	Literaturverzeichnis

