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1. Einführung

Von der Postulierung des Neutrinos 1930 durch Pauli bis zu seinem experimentellen
Nachweis durch Cowan und Reines vergingen 26 Jahre [1]. Nachdem Neutrinos lan-
ge Zeit als masselos angenommen wurden, konnte weitere 42 Jahre später durch den
Nachweis von Neutrinooszillationen am Super-Kamiokande-Experiment experimentell
bestätigt werden, dass Neutrinos eine von Null verschiedene Masse besitzen [2]. Dabei
konnten aber keine absoluten Massen, sondern nur Massendifferenzen zwischen ver-
schiedenen Masseneigenzuständen bestimmt werden.
Parallel zur Suche nach Übergängen zwischen verschiedenen Neutrinoflavours wurde
versucht, die Masse des Elektronantineutrinos zu bestimmen, im Wesentlichen durch
die Untersuchung des Tritiumbetazerfalls. Bis heute sind aus diesen Messungen jedoch
nur Obergrenzen hervorgegangen [3]:

mν < 2, 2 eV 1. (1.1)

Das Karlsruhe Tritium Neutrino Experiment KATRIN [4] wird die Masse des Elektron-
antineutrinos durch die kinematische Untersuchung des Tritiumbetazerfalls mit bisher
unerreichter Präzision bestimmen können. Die Messungen werden eine experimentelle
Empfindlichkeit mν < 200 meV (90% C.L.) erreichen. Für die präzise Messung der
Neutrinomasse müssen die Komponenten des Experiments sehr hohen Anforderungen
entsprechen. Erste Simulationen und Modellierungen des Gesamtexperiments definieren
diese Anforderungen. Hierbei zeigte sich, dass das Verständnis der Eigenschaften der
komplexen Tritiumquelle für eine erfolgreiche Messung von herausgehobener Bedeutung
ist.

Im Rahmen dieser Arbeit sollten die separaten Modelle der physikalischen Parameter,
die die Tritiumquelle von KATRIN charakterisieren, zu einer gemeinsamen Beschrei-
bung der gesamten Quelle zusammengefasst und dabei wesentlich verfeinert werden.
Mit einem solchen umfassenderen Modell können die erwarteten Messspektren präzise
berechnet werden und speziell die Einflüsse der verschiedenen Quellparameter auf die
Messung untersucht werden.
Nach der weitergehenden Einführung in diesem Kapitel wird in Kapitel 2 das KATRIN
Experiment mit seinen einzelnen Komponenten vorgestellt. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde ein vollständig neues Programm entwickelt, das ein wesentlich detaillierteres Mo-
dell der Quelle verwendet, um die Messspektren zu berechnen. Die Implementierung der
Quellparameter in dieses Programm und die Berechnung der Messspektren wird in Ka-
pitel 3 diskutiert. Erste Untersuchungen der Einflüsse einzelner Quellparameter auf die
KATRIN-Messspektren werden in Kapitel 4 diskutiert.

1Massen werden in eV angegeben. Sie sind aber noch durch c2 zu dividieren. In wichtigen Formeln

wird c jedoch mitangegeben. Es gilt 1 eV/c2 = 1, 782661758 · 10−36kg.
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1.1 Neutrinos und ihre Eigenschaften

Die Postulierung des Neutrinos beruhte auf der unzureichenden Beschreibung des Be-
tazerfalls, da bei der Umwandlung eines Neutrons in ein Proton und ein Elektron

n → p + e− (1.2)

die Energieerhaltung nur monoenergetische Elektronen zulassen würde. Die Messungen
zeigten jedoch ein kontinuierliches Elektronenspektrum. Außerdem wäre in diesem Fall
die Drehimpulserhaltung verletzt: Da Neutron und Proton gleichen Spin besitzen und
das Elektron ein Spin 1/2-Teilchen ist, muss ein weiteres Teilchen an der Umwandlung
beteiligt sein [1]. Pauli postulierte deshalb - trotz anfänglicher Zweifel - ein drittes
Teilchen, das er zunächst Neutron nannte, und das später von Enrico Fermi in Neutrino
umbenannt wurde. Durch dieses beim Neutronzerfall

n → p + e− + νe (1.3)

emittierte Teilchen ist es möglich, die freiwerdende Energie auf zwei Leptonen zu ver-
teilen, sodass das gemessene Spektrum beschreibbar wird (siehe Kap. 1.3).
Es stand schon früh fest, dass Neutrinos ungeladen, sehr leicht und auch nur mit großem
Aufwand nachweisbar sein mussten, denn sonst wären sie schon früher entdeckt wor-
den. Der erste Nachweis gelang erst 1956 durch Cowan und Reines [5]. In geringem
Abstand von einem Kernreaktor, von dem Antineutrinos emittiert werden, konnten sie
den inversen Betazerfall

νe + p → e+ + n (1.4)

durch zeitverzögerte Detektion der Annihilationsstrahlung des Positrons mit einem
Elektron und der Gammastrahlung eines durch Neutroneneinfang angeregten Cd-Kerns
nachweisen [1].

An dieser Stelle sei in einem kurzen Überblick die Rolle der Neutrinos im Standard-
modell der Teilchenphysik dargestellt: Zu jedem geladenen Lepton - Elektron, Myon
und Tau - existiert ein Neutrino. Damit existieren also drei Neutrinoflavours: Elektron-
neutrino, Myonneutrino und Tauneutrino. Zu den Antiteilchen wie dem Positron gibt
es die entsprechenden Antineutrinos. Die Tatsache, dass in Gl. (1.3) ein Antineutrino
geschrieben wird, liegt an der Leptonenzahlerhaltung. Wenn ein Elektron mit der Lep-
tonenzahl L = +1 entsteht, muss auch ein Antiteilchen mit L = −1 erzeugt werden.
Das Elektronneutrino kommt daher nicht in Frage, es bleibt das Elektronantineutrino.
Hervorzuheben ist, dass Neutrinos im Standardmodell keine Masse besitzen. Sie nehmen
als ungeladene Teilchen nur an der schwachen Wechselwirkung teil. Ihr Wirkungsquer-
schnitt mit Materie ist sehr klein, und liegt z.B. für die Streuung von MeV Neutrinos
an Elektronen nur in der Größenordnung 10−42 cm2 [1].
Dass Neutrinos doch Masse besitzen, folgt aus der Beobachtung von Neutrinooszilla-
tionen. Bei den Fusionsreaktionen in der Sonne entsteht ein großer Fluss von Elektron-
neutrinos, den man auf der Erde nachweisen kann. Erste Experimente konnten jedoch
nur eine um einen Faktor 2-3 geringere Rate an Elektronneutrinos messen [6]. Da sich
die Berechnung der Reaktionen in der Sonne und damit der erwartete Neutrinofluss
bestätigte [7], ergab sich das sogenannte ”solar neutrino problem“. Einer der schon früh
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vorgeschlagenen Lösungswege ging davon aus, dass die Elektronneutrinos auf ihrem
Weg von der Sonne zum Detektor in einen anderen Flavourzustand oszilliert sein mus-
sten.
Die Umwandlung eines Neutrinoflavours in einen anderen wird als Neutrinooszillation
bezeichnet. Die Flavoureigenzustände |να > mit α = e, µ, τ sind damit Superpositionen
der Masseneigenzustände |νi > mit i = 1, 2, 3 der Neutrinos

|να > =
∑
i

U∗αi|νi > . (1.5)

Uαi sind die Matrixelemente der Neutrino-Mischungsmatrix. Neutrinos können sich,
wenn es unterschiedliche Masseneigenzustände gibt, ineinander umwandeln. Dies setzt
jedoch voraus, dass mindestens zwei Massen unterschiedlich sind.
Das SNO-Experiment [8] konnte aufgrund seiner Sensitivität auf alle drei Neutrino-
flavour zeigen, dass die Gesamtzahl aller Neutrinos dem erwarteten Fluss der Sonne
entspricht und dass Neutrinos in der Tat Flavouroszillationen unterliegen.
Durch Messungen u.a. am Super-Kamiokande Experiment, das die Neutrinooszillatio-
nen erstmals nachweisen konnte, lassen sich jedoch nur Quadrate der Massendifferenzen
∆m2 zwischen den einzelnen Masseneigenzuständen bestimmen. Aus der Untersuchung
der Oszillation atmosphärischer Neutrinos νµ ↔ ντ ergibt sich [2]

5 · 10−4eV2 < ∆m2
atmos < 6 · 10−3eV2 (2σ), (1.6)

aus Messungen der Oszillation solarer Neutrinos νe ↔ νµ,τ [9]

5 · 10−5eV2 < ∆m2
solar < 12 · 10−5eV2 (1σ). (1.7)

Diese Massendifferenzen erlauben jedoch keine Rückschlüsse auf die absoluten Neutri-
nomassen. Es sind prinzipiell zwei Szenarien denkbar, die in Abb. 1.1 diskutiert wer-
den. Für die Theorie ist eine Unterscheidung zwischen dem quasi-degenerierten Fall
(∆m2 � m2

i ) und dem hierarchischen Fall (∆m2 ≈ m2
i ) von entscheidender Bedeu-

tung.

1.2 Neutrinos in der Kosmologie und Astrophysik

Die Kosmologie und Astrophysik bieten in Ergänzung zu Laborexperimenten die Mög-
lichkeit, die Summe der Neutrinomasseneigenzustände zu bestimmen oder einzuschrän-
ken. Hierzu werden Informationen genutzt, die aus der Zeit kurz nach dem Urknall
stammen und den Einfluss der Neutrinos auf die Strukturbildung des Universums wie-
dergeben. Die Untersuchung der kosmischen Hintergrundstrahlung und der Strukturen
des heutigen Universums setzen modellabhängige Obergrenzen für die Neutrinomasse,
wie in den folgenden Kapiteln gezeigt wird.

Kosmische Hintergrundstrahlung

Die Untersuchung der kosmischen Hintergrundstrahlung ermöglicht Aussagen über die
totale Energiedichte des Universums und die verschiedenen Beiträge von Baryonen,
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Figure 2: Values of the neutrino mass eigenstates m1, m2 and m3 as a function of the lightest mass eigen-
state m1 for a normal mass ordering m1 < m2 < m3, forming either a quasi-degenerate or a hierarchical
ensemble of eigenstates.

neutrino mass scenarios would be very important to find the right theory beyond the SM.
Other classes of theories are based on completely different possible origins of neutrino

masses, such as radiative corrections arising from an extended Higgs sector [20]. In models
with extra dimensions very light Dirac neutrinos can also be created [21].

As neutrino masses are much smaller than the masses of the other fermions, the
knowledge of the absolute values of neutrino masses is crucial for our understanding of
fermion masses in general. Recently it has been pointed out that the absolute mass scale
of neutrinos may be even more significant and straightforward for the fundamental theory
of fermion masses than the determination of the neutrino mixing angles and CP-violating
phases [22]. It will most probably be the absolute mass scale of neutrinos which will
determine the scale of new physics.

As described above, all the theories that extend beyond the SM can be grouped into
two different classes, leading either to a hierarchical pattern for the neutrino mass eigen-
values mi (following the pattern of the quark and charged lepton masses)

m1 ¿ m2 ¿ m3 , (3)

or resulting in a nearly degenerate pattern of neutrino masses

m1 ≈ m2 ≈ m3 . (4)

14

Abbildung 1.1: Neutrinomassenszenarien: quasi-degeneriert oder hierarchisch
geordnet [4]. Beim quasi-degenerierten Fall (m1 > 200 meV) sind alle Neutrinomassen
ungefähr gleich schwer, so dass die Masse des leichtesten Neutrinos der fundamentalen
Größenordnung aller Neutrinomassen entspricht. Die anderen Massen werden entspre-
chend der Ergebnisse in Gl. (1.6, 1.7) angeordnet. Das hierarchische Szenario setzt eine
sehr kleine Masse des leichtesten Neutrinos voraus, die anderen Massen unterscheiden
sich dann um mehrere Größenordnungen von der kleinsten Masse m1.

dunkler Materie und dunkler Energie. Durch eine Kopplung mit weiteren kosmologi-
schen Daten sind so Rückschlüsse auf die Neutrinomasse möglich [10, 11].
Mit modernen Satelliten wie WMAP und Planck ist heute aus allen Richtungen ein idea-
les Schwarzkörperspektrum mit einer Temperatur T = 2, 735 ± 0, 025 K messbar [12].
Die Hintergrundstrahlung wurde ca. 380000 Jahre nach dem Urknall emittiert. Durch
die Rekombination der Elektronen mit Protonen zu atomarem Wasserstoff streuten die
vorhandenen Photonen nicht mehr an den Elektronen und entkoppelten damit. Da die
Temperatur zu diesem Zeitpunkt im gesamten Universum nahezu identisch war und sich
die Photonen im thermischen Gleichgewicht mit der Materie befanden, wurde ein idea-
les Schwarzkörperspektrum emittiert. Aufgrund der Expansion des Universums wurden
die Photonen über ihre Flugzeit von ca. 13,5 Milliarden Jahren rotverschoben.
Es existieren jedoch zwischen verschiedenen Richtungen kleine Temperaturunterschiede
∆T auf der µK-Skala (siehe Abb 1.2). Diese Anisotropien lassen sich durch die primären
Dichteunterschiede zur Entstehungszeit der kosmischen Hintergrundstrahlung erklären.
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Photonen, die in zufälligen Dichtefluktuationen entkoppelten, sind stärker rotverscho-
ben, da sie ein größeres Gravitationspotential überwinden mussten. Photonen, die in
Bereichen geringerer Dichte entstanden, sind dementsprechend weniger stark verscho-
ben. Eine genaue Beschreibung der Bildung solcher Fluktuationen findet sich in [10].
Verschiedene Parameter, wie der Anteil der Baryonen Ωb an der Gesamtenergiedich-
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Figure 12. The foreground-reduced Internal Linear Combination (ILC) map based on the five year WMAP data.

Figure 13. The temperature (TT) and temperature-polarization correlation (TE)
power spectra based on the five year WMAP data. The addition of two years of
data provides more sensitive measurements of the third peak in the TT and the
high-l TE spectra, especially the second trough.

our earlier estimates based on pseudo-Cl methods (Nolta et al.
2009). The TB, EB, and BB spectra remain consistent with zero.

The cosmological implications of the five-year WMAP data
are discussed in detail in Dunkley et al. (2009) and Komatsu et al.
(2009). The now-standard cosmological model: a flat universe
dominated by vacuum energy and dark matter, seeded by nearly
scale-invariant, adiabatic, Gaussian random-phase fluctuations,
continues to fit the five-year data. WMAP has now determined

the key parameters of this model to high precision; a summary
of the five-year parameter results is given in Table 7. The
most notable improvements are the measurements of the dark
matter density, Ωch

2, and the amplitude of matter fluctuations
today, σ8. The former is determined with 6% uncertainty using
WMAP data only (Dunkley et al. 2009), and with 3% uncertainty
when WMAP data are combined with BAO and SNe constraints
(Komatsu et al. 2009). The latter is measured to 5% with WMAP
data, and to 3% when combined with other data. The redshift
of reionization is zreion = 11.0 ± 1.4, if the universe were
reionized instantaneously. The 2σ lower limit is zreion > 8.2, and
instantaneous reionization at zreion = 6 is rejected at 3.5σ . The
WMAP data continue to favor models with a tilted primordial
spectrum, ns = 0.963+0.014

−0.015. Dunkley et al. (2009) discuss how
the ΛCDM model continues to fit a host of other astronomical
data as well.

Moving beyond the standard ΛCDM model, when WMAP
data are combined with BAO and SNe observations (Komatsu
et al. 2009), we find no evidence for running in the spectral
index of scalar fluctuations, dns/d ln k = −0.028 ± 0.020
(68% CL). The new limit on the tensor-to-scalar ratio is
r < 0.22 (95% CL), and we obtain tight, simultaneous limits
on the (constant) dark energy equation of state and the spatial
curvature of the universe: −0.14 < 1 + w < 0.12 (95% CL)
and −0.0179 < Ωk < 0.0081 (95% CL). The angular power
spectrum now exhibits the signature of the cosmic neutrino
background: the number of relativistic degrees of freedom,
expressed in units of the effective number of neutrino species,
is found to be Neff = 4.4 ± 1.5 (68% CL), consistent with the
standard value of 3.04. Models with Neff = 0 are disfavored
at >99.5% confidence. A summary of the key cosmological
parameter values is given in Table 7, where we provide estimates
using WMAP data alone and WMAP data combined with BAO
and SNe observations. A complete tabulation of all parameter
values for each model and data set combination we studied is
available on LAMBDA.

The new data also place more stringent limits on devia-
tions from Gaussianity, parity violations, and the amplitude of
isocurvature fluctuations (Komatsu et al. 2009). For example,
new limits on physically motivated primordial non-Gaussianity
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Figure 1. WMAP five-year temperature (TT) power spectrum. The red
curve is the best-fit theory spectrum from the ΛCDM/WMAP chain
(Dunkley et al. 2009, Table 2) based on WMAP alone, with parameters
(Ωbh

2,Ωmh2,Δ2
R, ns , τ, H0) = (0.0227, 0.131, 2.41, 0.961, 0.089, 72.4). The

uncertainties include both cosmic variance, which dominates below � = 540,
and instrumental noise which dominates at higher multipoles. The uncertainties
increase at large � due to WMAP’s finite resolution. The improved resolution of
the third peak near � = 800 in combination with the simultaneous measurement
of the rest of the spectrum leads to the improved results reported in this release.

where Cl is the cosmic variance term and Nl is the noise term.
The value of fsky(l), the effective sky fraction, is calibrated from
simulations:17

fsky(�) =
{

0.826 − 0.091(�/500)2, � � 500;

0.777 − 0.127(500/�), � > 500.
(2)

The five-year TT spectrum is shown in Figure 1. With the
greater signal-to-noise ratio (S/N) of the five-year data the
third acoustic peak is beginning to appear in the spectrum.
The spectrum is cosmic variance limited up to � = 530, and
individual �-modes have S/N >1 for � < 920. In a fit to the best
cosmological ΛCDM model, the reduced χ2 for � = 33−1000
is χ2/ν = 1.06, with a probability to exceed of 9.3%.

Figure 12 compares the unbinned five-year TT spectrum with
the three-year result. Aside from the small upward shift of
the five-year spectrum relative to that of the three-year, due
to the new beam-transfer function, they are identical at low-�.
Figure 13 shows the unbinned TT spectrum broken down into its
frequency components (V ×V , V ×W , W ×W ), demonstrating
that the signal is independent of frequency.

How much has the determination of the third acoustic
peak improved with the five-year data? Over the range � =
680–900, which approximately spans the rise and fall of the
third peak (from the bottom of the second trough to the point on
the opposite side of the peak), the fiducial spectrum is preferred
over a flat mean spectrum by Δχ2 = 7.6. For the three-year data
it was Δχ2 = 3.6. With a few more years of data, WMAP should
detect the curvature of third peak to greater than 3σ .

In Figure 2 we compare the WMAP five-year TT power
spectrum along with recent results from other experiments
(Readhead et al. 2004; Jones et al. 2006; Reichardt et al. 2008),
showing great consistency between the various measurements.
Several on-going and future ground-based CMB experiments

17 The Markov chains in Dunkley et al. (2009) and Komatsu et al. (2009) were
run with a version of the WMAP likelihood code with older and slightly larger
values for fsky. The change in fsky increased the TT errors by on average 2%.
Rerunning the ΛCDM chain with the new fsky leads to parameter shifts of at
most 0.1σ .

Figure 2. WMAP five-year TT power spectrum along with recent results from
the ACBAR (Reichardt et al. 2008, purple), Boomerang (Jones et al. 2006,
green), and CBI (Readhead et al. 2004, red) experiments. The other experiments
calibrate with WMAP or WMAP’s measurement of Jupiter (CBI). The red curve
is the best-fit ΛCDM model to the WMAP data, which agrees well with all
datasets when extrapolated to higher �.

plan on calibrating themselves off their overlap with WMAP at
the highest-�’s; improving WMAP’s determination of the third
peak will have the added benefit of improving their calibrations.

3.1. Unresolved Point Source Correction

A population of point sources, Poisson-distributed over the
sky, contributes an additional source of white noise to the
measured TT power spectrum, CTT

l → CTT
l + Cps. Given a

known source distribution N (> S), the number of sources per
steradian with flux greater than S, the point-source-induced
signal is

Cps = g(ν)2
∫ Sc

0
dS

dN

dS
S2 (μK2 sr) (3)

where S is the source flux, Sc is the flux cutoff (above which
sources are masked and removed from the map), and g(ν) =
(c2/2kν2)r(ν) converts flux density to thermodynamic temper-
ature, with

r(ν) = (ex − 1)2

x2ex
, x ≡ hν/kTCMB (4)

converting antenna to thermodynamic temperature.
At the frequencies and flux densities relevant for WMAP,

source counts are dominated by flat-spectrum radio sources,
which have flux spectra that are nearly constant with frequency
(S ∼ να with α ≈ 0). Wright et al. (2009) find the average
spectral index of sources bright enough to be detected in the
WMAP five-year data to be 〈α〉 = −0.09, with an intrinsic
dispersion of σα = 0.176. Since a source with flux S ∼ να

has a thermodynamic temperature T ∼ να−2r(ν), we model the
frequency dependence of Cps as

Cps(νi, νj ) = Apsr(νi)r(νj )

(
νiνj

ν2
Q

)α−2

, (5)

where νi,j are the frequencies of the two maps used to calculate
the TT spectrum, Aps is an unknown amplitude, and νQ =
40.7 GHz is the Q-band central frequency.

In this section, we estimate the value of Aps needed to correct
the TT power spectrum, finding Aps = 0.011 ± 0.001 μK2 sr,

Abbildung 1.2: a) WMAP-Himmelskarte [13] und b) Leistungsspektrum der
Temperaturfluktuationen [14]. Die von WMAP gemessenen Temperaturunterschie-
de auf der µK-Skala sind in der CMB-Himmelskarte aufgetragen. Die Untersuchung
der Korrelation dieser Fluktuationen mittels einer Multipolentwicklung liefert das Lei-
stungsspektrum der Koeffizienten Cl. Die Lage des akustischen Peaks bei l ≈ 200 ist
bestimmt durch die Gesamtenergiedichte des Universums, die Amplitude des Peaks wird
durch den Anteil der baryonischen Materie im Universum festgelegt (siehe auch [10]).

te des Universums, der Anteil der gesamten Materie2 Ωm und auch der Anteil der
Neutrinos Ων beeinflussen die Dichtefluktuationen und die ihnen zugrunde liegenden
akustischen Oszillationen. Eine Multipolentwicklung der Temperaturfluktuationen er-
gibt das Leistungsspektrum in Abb. 1.2. Die Position und die Amplitude der Maxima
und Minima hängen u.a. von oben genannten Parametern ab.
Die WMAP-Kollaboration ermittelte daraus folgende Parameter [15]:

Ωtot = 1, 02± 0, 02 (1.8)
Ωm = 0, 27± 0, 04 (1.9)
Ωb = 0, 044± 0, 004 (1.10)
Ων < 0, 015. (1.11)

Neutrinos tragen nach dieser Analyse nur zu einem kleinen Teil zur Gesamtdichte des
Universums bei. Für den kosmischen Neutrinohintergrund, der bei der Entkopplung
der Neutrinos ähnlich dem zuvor beschriebenen kosmischen Hintergrund der Photonen
entsteht, ergibt sich folgende Relation für die Summe der Neutrinomassen

∑
νmν :

Ωνh
2 =

∑
νmν

94 eV
(1.12)

2Als Materie wird hier die Summe aus baryonischer und dunkler Materie bezeichnet.
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mit der Hubble-Konstanten h. Als Obergrenze für die Summe der Neutrinomassen
ergibt sich bei ausschließlicher Verwendung von WMAP-Daten [15]∑

ν

mν < 1, 3 eV (95%C.L.). (1.13)

Strukturbildung

Relativistische Neutrinos aus dem Urknall beeinflussen die Entwicklung von Masse-
ansammlungen im frühen Universum. Aufgrund ihrer schwachen Wechselwirkung mit
Materie können sie leicht aus kleinen Masseansammlungen entkommen und somit Dicht-
eunterschiede ausgleichen. Man spricht daher von Neutrinos als heißer dunkler Materie,
die zu einem charakteristischen Auswaschen der Strukturen auf kleinen Skalen führt.
Je größer die Neutrinomasse ist, desto größer ist der Anteil Ων an der Gesamtenergie-
dichte Ωtot des Universums, was bei gemessenem Ωtot aus Gl. (1.8) kleinere Werte für
den Baryonen- und den Dunkle-Materie-Anteil bedeutet. Diese beiden letzten Größen
definieren jedoch, wie und wie schnell sich die Strukturen ausbilden.
Durch Untersuchungen der heutigen Struktur des Universums mit Galaxiensurveys wie
dem Sloan Digital Sky Survey SDSS [16] oder dem 2dF Galaxy Redshift Survey [17]
lässt sich ein Leistungsspektrum P (k) für die Korrelation des Dichtekontrasts ermit-
teln, das in Abb. 1.3 gezeigt ist. Die Leistung bei großen Wellenzahlen k, d.h. kleinen
Strukturen, nimmt bei zunehmender Neutrinomasse ab. Um eine gute Sensitivität für
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timation method in its entirety, but it should be equally
valid.

7.3. Comparison to other results

Figure 35 compares our results from Table 3 (modeling
approach) with other measurements from galaxy surveys,
but must be interpreted with care. The UZC points may
contain excess large-scale power due to selection function
effects (Padmanabhan et al. 2000; THX02), and the an-
gular SDSS points measured from the early data release
sample are difficult to interpret because of their extremely
broad window functions. Only the SDSS, APM and angu-
lar SDSS points can be interpreted as measuring the large-
scale matter power spectrum with constant bias, since the
others have not been corrected for the red-tilting effect
of luminosity-dependent bias. The Percival et al. (2001)
2dFGRS analysis unfortunately cannot be directly plotted
in the figure because of its complicated window functions.

Figure 36 is the same as Figure 35, but restricted to a
comparison of decorrelated power spectra, those for SDSS,
2dFGRS and PSCz. Because the power spectra are decor-
related, it is fair to do “chi-by-eye” when examining this
Figure. The similarity in the bumps and wiggles between

Fig. 35.— Comparison with other galaxy power spectrum measure-
ments. Numerous caveats must be borne in mind when interpreting
this figure. Our SDSS power spectrum measurements are those from
Figure 22, corrected for the red-tilting effect of luminosity dependent
bias. The purely angular analyses of the APM survey (Efstathiou
& Moody 2001) and the SDSS (the points are from Tegmark et al.
2002 for galaxies in the magnitude range 21 < r∗ < 22 — see also
Dodelson et al. 2002) should also be free of this effect, but rep-
resent different mixtures of luminosities. The 2dFGRS points are
from the analysis of HTX02, and like the PSCz points (HTP00) and
the UZC points (THX02) have not been corrected for this effect,
whereas the Percival et al. 2dFGRS analysis should be unafflicted
by such red-tilting. The influential PD94 points (Table 1 from Pea-
cock & Dodds 1994), summarizing the state-of-the-art a decade ago,
are shown assuming IRAS bias of unity and the then fashionable
density parameter Ωm = 1.

Fig. 36.— Same as Figure 35, but restricted to a comparison
of decorrelated power spectra, those for SDSS, 2dFGRS and PSCz.
The similarity in the bumps and wiggles between the three power
spectra is intriguing.

Fig. 37.— Comparison of our results with other P (k) constraints.
The location of CMB, cluster, lensing and Lyα forest points in this
plane depends on the cosmic matter budget (and, for the CMB,
on the reionization optical depth τ), so requiring consistency with
SDSS constrains these cosmological parameters without assumptions
about the primordial power spectrum. This figure is for the case of a
“vanilla” flat scalar scale-invariant model with Ωm = 0.28, h = 0.72
and Ωb/Ωm = 0.16, τ = 0.17 (Spergel et al. 2003; Verde et al. 2003,
Tegmark et al. 2003b), assuming b∗ = 0.92 for the SDSS galaxies.
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FIG. 1. Effect of a 1 eV neutrino on the BRG power spec-
trum compared with expected precision of the SDSS BRG
survey (1σ error boxes, assuming σ8 = 2 for the BRGs). Up-
per curves: an Ωm = 1.0, h = 0.5, Ωbh

2 = 0.0125, n = 1
model with and without a 1 eV neutrino mass. Lower curves:
the same but for an Ωm = 0.2, h = 0.65 model.

1h−1 Gpc [11]) should measure the power between 0.1−
0.2h Mpc−1 to ∼1%. A more detailed analysis shows that
only masses below

mmin ≈ 0.02(Ωmh2/0.1N) eV (3)

make less than a 2σ change in the power spectrum mea-
sured by the BRG survey.

As an example, we plot in Fig. 1 the power spectrum
with and without a single 1 eV massive neutrino species
for an Ωm = 0.2, h = 0.65 model (lower curves) and an
Ωm = 1.0, h = 0.5 model (upper curves). The expected
1σ error boxes from the BRG survey shows that the two
models are clearly distinguishable. For comparison, the
difference between these models in the CMB power spec-
trum at degree angular scales is roughly 3% (1%) and
never exceeds 5% (4%) for multipoles ℓ < 2000 for the
open variant of the low (high) Ω0h

2 cases (c.f. [13]).
Parameter Degeneracies. — Although the suppression

of power caused by massive neutrinos is large, we must
consider whether other cosmological effects can mimic
this signal. The suppression begins at knr [Eq. (1)]
and approaches the constant factor of Eq. (2) at smaller
scales. Many cosmological effects can produce the gross
effect of a change in the ratio of large to small scale power;
we must rely on the detailed differences between these
mechanisms in order to distinguish one from another.

We consider variants of the adiabatic cold dark matter
model. The power spectrum is then a function of the nor-
malization A, tilt n, h, Ωmh2, Ωbh

2 and Ωνh2. The spa-
tial curvature, cosmological constant, and the linear bias
parameter are implicitly included through the normal-
ization [6]. We estimate the accuracy with which these
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FIG. 2. Standard deviation σ(mν) as a function of the up-
per cutoff kmax for several different choices of prior cosmolog-
ical constraints. Models are the same as in Fig. 1 and have
mν = 1 eV. (a) High Ωmh2: no priors, solid line; single prior
of σ(Ωmh2) = 0.04, dashed line; full CMB prior (see text),
long-dashed line. (b) Low Ωmh2: as (a), save that the single
prior is σ(n) = 0.06, dashed line.

parameters can be jointly measured from the SDSS BRG
survey using the technique described in [14]. Here the
6 × 6 covariance matrix of the 6 parameter estimates is
approximated by the inverse of the so-called Fisher infor-
mation matrix F. Its elements Fij are obtained by inte-
grating (∂i lnP ) (∂j lnP ) over the range kmin ≤ k ≤ kmax

discussed below, weighted by a function that incorporates
the relevant aspects of the survey geometry and sampling
density. Here the derivatives are with respect to the ith

and jth parameters, evaluated at a fiducial model.
If a small variation in one parameter can be mimicked

by joint variations in other parameters, then one of these
functions ∂i lnP can be approximated by a linear com-
bination of the others. This situation is referred to as a
parameter degeneracy, since it makes F nearly singular
and leads to extremely poor determinations (large vari-
ance F−1

ii ) for the parameters involved.
Clearly, the ability to estimate parameters comes only

from scales on which one has both precise measurements
and reliable theoretical predictions. On large scales, lin-
ear perturbation theory is accurate, but the survey vol-
ume (about 1h−3 Gpc3 for the BRG survey) is limited;
hence kmin ≈ 0.005h Mpc−1. On small scales, linear
theory fails near k ≈ 0.2h Mpc−1. While we expect
that detailed data analysis will push kmax to slightly
smaller scales by including mild corrections to linear the-
ory, we simply use the linear power spectrum for this
work and adopt kmax ≈ 0.2h Mpc−1. We shall see that if
kmin

<∼ knr
<∼ kmax, then the unique signature of massive

neutrinos can be identified and mν measured.
The solid lines in Fig. 2 show the standard devia-

2

Abbildung 1.3: a) Leistungsspektrum des Dichtekontrasts [18] und b) Einfluss
der Neutrinomasse bei kleinen Skalen [19]. Das Leistungsspektrum wird bei klei-
nen Skalen, also großem k, umso stärker unterdrückt, je größer die Neutrinomasse und
damit Ων ist: ∆P

P ≈ −8 Ων
ΩM

.

die Summe der Neutrinomassen zu erhalten, werden i.a. die Resultate aus verschiede-
nen kosmologischen Betrachtungen kombiniert. Exemplarisch sei hier eine Analyse von
Tegmark et al. [20] angegeben, die die Resultate von WMAP und SDSS verwendet:∑

ν

mν < 1, 7 eV (95%C.L.). (1.14)
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Unter Verwendung von Supernova-Entfernungsmessungen und der Untersuchung soge-
nannter Baryonic Acoustic Oscillations zur Bestimmung der Hubble-Konstanten ergibt
sich eine Obergrenze [15] ∑

ν

mν < 0, 67 eV (95%C.L.). (1.15)

Es lassen sich in der Literatur zahlreiche weitere kosmologische Analysen finden. Dabei
ergeben sich je nach Berücksichtigung einzelner Ergebnisse und je nach verwendeten
Modellen verschiedene Grenzen für die Neutrinomasse. Es sei abschließend hervorge-
hoben, dass einige Resultate sehr stark modellabhängig sind, und insbesondere eine
starke Antikorrelation zwischen der Zustandsgleichung w der dunklen Energie und der
Neutrinomasse existiert [21].

Supernova-Neutrinos

Auch die Beobachtung von Supernova-Neutrinos aus dem Kernkollaps eines masserei-
chen Sterns ermöglicht Rückschlüsse auf die Neutrinomasse, indem Flugzeitunterschiede
betrachtet werden [1].
Bei einer Supernova Explosion (Typ II) entstehen ∼ 1058 hochenergetische Neutrinos,
die noch in einer Entfernung >10 kpc auf der Erde nachgewiesen werden können. Der
Fusionsprozess im Innern des Sterns stoppt bei der Massenzahl A = 52 − 56. Dem
Gravitationsdruck der äußeren Schichten wirkt dann nur noch der Entartungsdruck der
Elektronen entgegen. Beim Überschreiten der Chandrasekhar-Masse MCh ≈ 1, 4M�
kollabiert der Kern in 100 ms. Durch Neutronisation

e− + p→ n+ νe (1.16)

verschwinden die Elektronen und ein kompakter Neutronenstern entsteht. Die Neutrinos
tragen den größten Teil (∼ 99%) der freiwerdenden Gravitationsnergie. Die entstehende
Schockwelle durchläuft den Kern von innen nach außen und sprengt nach einer Neutri-
noheizphase die äußere Hülle ab, die dann als Explosion sichtbar wird.
Die bei der Neutronisation entstehenden Neutrinos werden in einem ca. 10 Sekunden
andauernden Puls emittiert. Dabei ist die Dichte im Kern so groß, dass die Neutrinos
häufig streuen und der innere Kern für die Neutrinos trotz ihres geringen Wirkungs-
querschnitts undurchsichtig ist. Hierdurch wird die Neutrinopulsstruktur stark modell-
abhängig.
Aus der Beobachtung von insgesamt 19 Neutrinoereignissen im Kamiokande-Experi-
ment [22] und im IMB-Detektor [23] konnten bei der Supernova 1987A durch die Mes-
sung der Energien und Auftreffzeiten Aussagen über die Neutrinomasse gemacht wer-
den. Die Masse der Neutrinos mν beeinflusst die Flugzeit Tν auf dem Weg von der
SN1987A zur Erde (Lν = 1, 5 · 1018 km):

Tν =
Lν
v

=
Lν

c ·
√

1− m2
νc

4

E2
ν

≈ Lν
c

(
1 +

m2
νc

4

2E2
ν

)
für

m2
νc

4

E2
ν

� 1 (1.17)

Betrachtet man die Zeitdifferenz ∆t zwischen dem Auftreffen von zwei Neutrinos mit
unterschiedlichen Energien E1 und E2, wobei E1 > E2 sei, ergibt sich

∆t = t2 − t1 = ∆t0 +
Lνm

2
νc

3

2

(
1
E2

2

− 1
E2

1

)
(1.18)
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mit der unbekannten Größe ∆t0, die den unterschiedlichen Emissionszeitpunkt der Neu-
trinos berücksichtigt. Für die Messungen der SN1987A-Neutrinos wird in [24]

m(νe) < 5, 7 eV (95%C.L.). (1.19)

als Obergrenze für die Masse des Neutrinos angeben.
Bei zukünftigen Messungen von Supernova-Neutrinos hängen die Ergebnisse für mν

vom Verständnis der Supernova-Neutrinoemission ab, d.h. ∆t0 sollte durch genaue Mo-
dellierung der Abkühlphase des Protoneutron-Sterns eingeschränkt sein.

1.3 Bestimmung der Neutrinomasse aus dem Betazerfall

Die einzige modellunabhängige Methode zur Bestimmung der Neutrinomasse ist die ki-
nematische Untersuchung des Betazerfalls in Gl. (1.3). Durch die Energie- und Impul-
serhaltung lässt sich aus einer Phasenraumbetrachtung das differentielle Betaspektrum
mit einer Endpunktsenergie E0 wie folgt beschreiben:

dN

dE
= C ·F (Z,E)·pe ·(E+mec

2)(E0−E)
√

(E0 − E)2 −m2
νc

4 Θ(E0−E−mνc
2). (1.20)

Hierbei ist C eine Konstante

C =
G2
F cos2 θC
2π3~7c5

(g2
V + 3g2

A) (1.21)

mit der Fermikonstanten GF , dem Cabibbo-Winkel θC und den Kopplungskonstanten
der schwachen Wechselwirkung gV und gA. F (Z,E) bezeichnet die Fermifunktion. Die
restlichen Größen wie der Impuls pe und die kinetische Energie E des Elektrons sind
rein kinematische Größen. Die Heaviside-Funktion Θ garantiert die Energieerhaltung.
Die Parameter, die das Spektrum charakterisieren, sind der Endpunkt E0 und das
Quadrat der Neutrinomasse m2

ν . Als Endpunkt bezeichnet man die maximal mögliche
kinetische Energie des Elektrons bei verschwindender Neutrinomasse mν = 0, also die
beim Zerfall freiwerdende Energie Q abzüglich der Elektronruheenergie mec

2. Bei nicht-
verschwindender Neutrinomasse endet das Spektrum unterhalb E0, da auch noch die
Ruheenergie des Neutrinos mνc

2 aufgebracht werden muss. Diese Änderung würde bei
Kenntnis der Zerfallsenergie Q und Messung des Endpunkts des Spektrums schon aus-
reichen um die Neutrinomasse zu bestimmen. Da diese Größen jedoch nicht genau genug
bekannt und experimentell schwierig zu bestimmen sind, betrachtet man den Einfluss
der Neutrinomasse auf die Form des Spektrums nahe des Endpunkts (vgl. Abb. 1.4).
Hierfür müssen auch minimalste Korrekturen des Spektrums beachtet werden. Die beim
Zerfall auf das Elektron übertragene Energie wird durch die Coulombwechselwirkung
modifiziert, da das Elektron mit dem Coulombfeld des Kerns wechselwirkt. Durch die
Fermifunktion F (Z,E) [25] wird dieser Effekt beschrieben:

F (Z,E) =
x

1− e−x , x =
2πZα
β

(1.22)

mit der Feinstrukturkonstanten α und β = ve/c. Die empirischen Werte a0 = 1, 002037
und a1 = −0, 001427 [26] führen zu folgender verwendeter Parametrisierung für die
Fermifunktion

F (Z,E) =
x

1− e−x · (a0 + a1β). (1.23)
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Abbildung 1.4: Einfluss der Neutrinomasse auf die Endpunktsregion des diffe-
rentiellen Betaspektrums für mν = 0 eV (rot) und mν = 1 eV (blau). Je größer die
Neutrinomasse ist, desto niedriger liegt der Endpunkt des Spektrums und desto stärker
unterscheidet sich auch der Verlauf der Spektren in diesem Bereich.

Der Einfluss der Fermifunktion nahe des Endpunkts ist jedoch gering, da sie über das
enge Messintervall von ∼ 50 eV nahezu konstant ist.
Eine weitere Korrektur des Betaspektrums sind die Strahlungskorrekturen frad, die in
Gl. (1.20) noch nicht angegeben sind und in Kap. 3.2.1 genauer diskutiert werden. Sie
sind energieabhängig und besonders nahe des Endpunkts zu berücksichtigen.

Tritium als Betastrahler

Obwohl es viele natürliche Betastrahler gibt, benutzte die Mehrzahl der bisherigen
Experimente zur Bestimmung der Neutrinomasse den Tritiumbetazerfall

T → 3He+ + e− + νe. (1.24)

Auch das KATRIN Experiment wird Tritium verwenden. Dies hat folgende Gründe:

• Tritium ist als Wasserstoffisotop in seinen elektromagnetischen und chemischen
Eigenschaften dem gut studierten Wasserstoff sehr ähnlich. Viele für Wasserstoff
schon bekannte Vorgänge lassen sich einfach auf Tritium übertragen, wenn man
die größere Kernmasse berücksichtigt.

• Das Elektronenspektrum soll nahe des Endpunkts vermessen werden. In diesem
Bereich ist die Zählrate nur sehr gering. Die integrale Rate in einem kleinen In-
tervall um E0 skaliert mit 1/E3

0 , was nur bei einem niedrigen Endpunkt noch
relativ viele hochenergetische Ereignisse liefert. Der Endpunkt von Tritium ist
mit E0 ≈ 18, 6 keV der zweitniedrigste aller Betastrahler.
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• Die Halbwertszeit von Tritium beträgt t1/2 = 12, 3 Jahre. Aufgrund seiner hohen
Zerfallswahrscheinlichkeit genügt daher eine relativ kleine Menge Tritium, um
eine ausreichende Quellaktivität zu erreichen.

• Die Fermifunktion in Gl. (1.23) ist aufgrund der niedrigen Kernladung Z = 2
des entstehenden Tochterkerns 3He einfach zu bestimmen. Darüber hinaus ist der
Effekt von inelastischen Streuungen an einem Quellmaterial mit kleinem Z gering.

• Die Kernstruktur von Tritium mit einem Proton und zwei Neutronen ist sehr
einfach darstellbar, so dass bei der Berechnung des Kernmatrixelements |M | keine
Korrekturen nötig sind. Es handelt sich um einen übererlaubten Übergang.

• Wird molekulares Tritium T2 verwendet, ist die Berechnung des Betaspektrums
für den Zerfall

T2 → 3HeT+ + e− + νe (1.25)

in analoger Weise möglich, wenn die Endzustandsverteilung des ionisierten Mole-
küls 3HeT+ entsprechend berücksichtigt wird. Diese sogenannte Final State Dis-
tribution (FSD) wird in Kap. 3.2.3 diskutiert.

Betazerfallsexperimente mit Tritium

Schon seit mehr als 50 Jahren werden Tritium-Betazerfallsexperimente durchgeführt
um die Neutrinomasse zu bestimmen. Die Vorgänger-Experimente von KATRIN waren
das Mainz-Experiment [27] und das Troitsk-Experiment [28], die beide elektrostatische
Spektrometer verwendeten, sich aber in ihren Tritiumquellen unterschieden.
In Mainz wurde eine feste Quelle verwendet, bei der molekulares Tritium auf ein Sub-
strat aufgetragen wurde und dort kondensierte. Eine Quelle dieser Art ist kompakt, aber
aufwendig in der Herstellung. Ein grundlegendes Problem einer quench-kondensierten
Tritiumquelle ist ihre Selbstaufladung, da die Betaelektronen emittiert werden, die po-
sitiven Ionen aber im Quellpräparat verbleiben [29]. Das Troitsk-Experiment verwendet
eine fensterlose gasförmige Tritiumquelle, die eine differentielle Pumpstrecke benötigt,
um das Tritium zwischen Quelle und Spektrometer zu entfernen. Die Quelle ist 3 m lang
und hat einen Durchmesser von 50 mm. Die Vorteile einer gasförmigen Quelle sind ihre
hohe Aktivität und ihre geringen systematischen Effekte. Wenn die Quelle entsprechend
groß gestaltet wird, kann die Luminosität maximiert werden. Hervorzuheben ist ferner,
dass der Zerfall von freiem molekularem Tritium untersucht werden kann. Als techni-
scher Nachteil kann die Notwendigkeit der Pumpstrecken gesehen werden. Außerdem
müssen die größere Dopplerverbreiterung aufgrund der Bewegung der Tritiummoleküle
und die Energieverluste der Elektronen durch Stöße mit den Molekülen berücksichtigt
werden.
Das Mainz-Experiment ermittelte ein mit Null verträgliches Neutrinomassenquadrat
m2
ν und konnte damit eine Obergrenze für die Neutrinomasse angeben [29]

m2
νe = (−0, 6± 2, 2stat ± 2, 1syst) eV2 (1.26)

mνe < 2, 3 eV (95%C.L.). (1.27)
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Das Troitsk-Experiment veröffentlichte unter Berücksichtigung der Troitsk-Stufenfunktion
in [28] folgendes Resultat:

m2
νe = (−2, 3± 2, 5stat ± 2, 0syst) eV2 (1.28)

mνe < 2, 05 eV (95%C.L.). (1.29)

Rhenium als Betastrahler

Neben Tritium ist auch die Untersuchung des Betazerfalls von Rhenium aussichtsreich,
um die Neutrinomasse zu bestimmen. 187Re besitzt mit Q = 2, 47 keV den niedrigsten
Endpunkt aller Betastrahler und gewährleistet damit einen großen Anteil Elektronen
nahe des Endpunkts. Ein wesentlicher Nachteil ist jedoch die große Halbwertszeit mit
4, 32·1010 Jahren, was große Mengen Rhenium für eine ausreichende Aktivität erfordert.

Das Milano Experiment [30] hat mit Hilfe von Mikrokalorimetern das Rhenium-Betaspektrum
gemessen. Hierzu wurden Arrays von 10 Mikrokalorimetern verwendet. Die Halbleiter-
verbindung AgReO4, jeweils 250 bis 300 µg pro Kalorimeter, ist dabei gleichzeitig Quelle
und Detektor. Zur Bestimmung der freiwerdenden Energie bei einem Betazerfall wird
der Temperaturanstieg der bei niedrigen Temperaturen gehaltenen Mikrokalorimeter
durch Thermistoren gemessen. In [30] wird aus der Messung von ≈ 6, 2 · 106 187Re-
Zerfällen angegeben:

m2
νe = (−112± 207stat ± 90syst) eV2 (1.30)

mνe < 15 eV (90%C.L.). (1.31)

In Zukunft wird das MARE-Experiment (Microcalorimeter Array for a Rhenium Expe-
riment) [31] metallisches Rhenium oder AgReO4 für weitergehende Studien einsetzen.
Es werden viele kleine Kristalle als Bolometer verwendet, deren Temperatur sich bei
einem Nachweis eines Betazerfallselektrons erhöht. Der große Vorteil eines solchen Ex-
periments ist der modulare Aufbau, da sich die Masse durch Hinzufügen neuer Kristalle
immer weiter erhöhen lässt.
Die erste Phase MARE-I soll eine Sensitivität von mν = 3 eV nach drei Jahren Messzeit
aufweisen. MARE-II soll dann mit einer wesentlich größeren Anzahl an Kalorimetern
eine sub-eV-Sensitivität erreichen und damit den mit KATRIN zugänglichen Parame-
terbereich der Neutrinomasse mit völlig anderer Systematik untersuchen.

1.4 Bestimmung der Neutrinomasse aus dem Doppelbe-

tazerfall

Der Doppelbetazerfall bezeichnet die gleichzeitige Umwandlung von zwei Neutronen in
zwei Protonen, Elektronen und Neutrinos

2n→ 2p+ 2e− + 2νe (1.32)

Dieser Prozess wird als neutrinobehafteter Doppelbetazerfall 2νββ bezeichnet, bei dem
der einfache Betazerfall quasi doppelt abläuft. Die Energie der Elektronen ist konti-
nuierlich über ein Spektrum zwischen Emin = 2me und Emax = Mi − Mf mit den
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Kernmassen Mi vor bzw. Mf nach dem Zerfall verteilt [1]. Beim neutrinolosen Dop-
pelbetazerfall 0νββ wird jedoch das Neutrino, das beim Betazerfall des ersten Kerns
entsteht, als virtuelles Austauschteilchen beim Zerfall des zweiten Kerns absorbiert:

2n→ 2p+ 2e−. (1.33)

Hier ist als Summe der Elektronenenergien nur die feste Energie Emax möglich. Im
Spektrum sollte der 0νββ-Zerfall daher als monoenergetische Linie am Endpunkt des
kontinuierlichen Spektrums des 2νββ-Zerfalls sichtbar sein.
Erschwert wird die Messung durch extrem kleine Zählraten. Zum einen ist der 2νββ-
Zerfall im Vergleich zum einfachen Betazerfall schon stark unterdrückt, zum anderen
ist der 0νββ-Zerfall nochmals um viele Größenordnungen seltener. Deswegen werden
nur Kerne (A, Z) mit A Nukleonen und Z Protonen untersucht, bei denen der einfache
Betazerfall energetisch verboten ist, d.h. der Tochterkern (A, Z+1) schwerer als der
Ursprungskern ist. Wenn das Niveau des nach zwei Betazerfällen entstehenden Kerns
(A, Z+2) dann unterhalb des Ausgangsniveaus liegt, ist ein Doppelbetazerfall möglich.
Für den 0νββ-Zerfall gelten Voraussetzungen, die über das Standardmodell der Teil-
chenphysik hinausgehen:

• Die Neutrinos müssen Majorana-Teilchen sein. Am ersten Vertex wird ein Elek-
tronantineutrino emittiert, am zweiten wird ein Elektronneutrino absorbiert, was
bedeutet, dass Neutrino und Antineutrino identisch sein müssen.

• Da das erste Neutrino rechtshändig ist, das zweite jedoch linkshändig, muss sich
dazwischen die Helizität umgekehrt haben. Dies ist nur möglich, wenn Neutrinos
eine Masse besitzen, da dann auch ein kleiner Anteil linkshändiger Antineutri-
nos bzw. rechtshändiger Neutrinos existiert. Darüber hinaus können auch rechts-
händige geladene Ströme existieren, auf die an dieser Stelle jedoch nicht weiter
eingegangen werden soll (siehe [1]).

• Wenn der doppelte Betazerfall existiert, entstehen zwei Elektronen mit der Lepto-
nenzahl 1, d.h. es gilt ∆L = 2, die Leptonenzahl wird um zwei Einheiten verletzt.

Zur Bestimmung der Neutrinomasse wird die Halbwertszeit T 0ν
1/2(0+

i → 0+
f ) von Über-

gängen, bei denen Mutter- und Tochterkern im Grundzustand sind, ermittelt. Unter
Vernachlässigung von rechtshändigen Ströme ergibt sich

[T 0ν
1/2(0+

i → 0+
f )]−1 ∝M2 · < mν >

2

m2
e

(1.34)

< mν > =
∑
i

U2
eimi (1.35)

mit der effektiven Majorana-Neutrinomasse < mν > und den Elementen Uei der Mi-
schungsmatrix. Eine wesentliche Unsicherheit bei der Ableitung der effektiven Neutri-
nomasse aus der Messung der Lebensdauer liegt in der Berechnung der Kernmatrixele-
mente M , deren Bestimmung um einen Faktor 3 differiert.
Als Beispiel eines Doppelbetazerfallsexperiments sei das Heidelberg-Moskau-Experi-
ment erwähnt. Dabei wurden fünf 76Ge-Kalorimeter verwendet, bei denen Quelle und
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Detektor identisch sind. Ein Teil der Heidelberg-Moskau-Kollaboration veröffentlichte
eine Evidenz für ein 0νββ-Signal [32]:

T 0ν
1/2 = (2, 23+0,44

−0,31) · 1025 Jahre (1.36)

< mν > = (0, 32+0,03
−0,03) eV. (1.37)

Dieses umstrittene Resultat wird derzeit von neueren Experimenten (GERDA, Exo,
Cuore) [33, 34, 35] untersucht.
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2. Das KATRIN Experiment

Das Karlsruhe Tritium Neutrino Experiment KATRIN am Forschungszentrum Karls-
ruhe hat die Bestimmung der Neutrinomasse mit einer Sensitivität von mν = 200 meV
zum Ziel. Der große Vorteil gegenüber anderen Experimenten ist die Modellunabhän-
gigkeit, da der zu studierende Tritiumbetazerfall durch einfache kinematische Größen
unter Annahme von Energie- und Impulserhaltung beschrieben werden kann.

2.1 Messprinzip

Zur Bestimmung der Neutrinomasse mν wird das Elektronenspektrum des Tritiumbeta-
zerfalls nahe des Endpunkts E0 genau vermessen. Wie in Kap. 1.3 erklärt wurde, zeigt
sich nur dort der Einfluss der Neutrinomasse auf das Spektrum.
Die Energie von Elektronen kann bestimmt werden, indem man sie gegen ein elek-
trisches Potential anlaufen lässt. Dazu legt man an einen Behälter, in den die Zer-
fallselektronen geführt werden, eine elektrische Spannung U an. Es können dann nur
diejenigen Elektronen passieren, deren kinetische Energie größer ist als die potentielle
Energie q · U (q ist die Elementarladung). Alle anderen Elektronen mit zu geringer
Energie E < qU werden reflektiert. Das Spektrometer funktioniert damit als integrie-
render Hochpass. Durch Variation des Spektrometerpotentials - genauer durch Ändern
der Potentialdifferenz zwischen Elektronenquelle und Spektrometer - erhält man ein
integriertes Spektrum (Kap. 2.1.2).

2.1.1 MAC-E Filter

Zur genauen Bestimmung der Energie der Zerfallselektronen ist es wichtig, dass sie in der
Analysierebene parallel zum elektrischen Feld fliegen. Dies ergibt sich aus der Tatsache,
dass nur die kinetische Energie entlang der elektrischen Feldlinien E‖ analysiert werden
kann, die transversale Energie E⊥ bleibt unberücksichtigt. Wenn nun die Gesamtenergie
des Elektrons bestimmt werden soll, muss E⊥ möglichst vollständig in E‖ umgewandelt
werden. Hierzu wird die magnetische adiabatische Kollimation verwendet, die in Abb.
2.1 erklärt wird. Die parallelisierten Elektronen werden dann vom elektrischen Potential
analysiert.

Die endliche Energieauflösung ∆E eines MAC-E-Filters (Magnetic Adiabatic Collima-
tion with an Electrostatic Filter) beruht auf der verbleibenden Transversalenergie E⊥.
Aus der Erhaltung des magnetischen Moments folgt für ∆E für Elektronen der Energie
E [4]

∆E
E

=
BA
Bmax

(2.1)
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Figure 9: Principle of the MAC-E-Filter. (a) Experimental setup, (b) Momentum transformation due to
the adiabatic invariance of the magnetic orbit momentum µ in the inhomogeneous magnetic field.

with a high energy resolution, both essential prerequisites to measure the neutrino mass
from the endpoint region of a β decay spectrum.

The main features of the MAC-E-Filter are illustrated in fig. 9(a). Two supercon-
ducting solenoids produce a magnetic guiding field. The β-electrons, which start from the
tritium source in the left solenoid into the forward hemisphere, are guided magnetically on
a cyclotron motion around the magnetic field lines into the spectrometer, thus resulting in
an accepted solid angle of up to 2π. On their way into the center of the spectrometer the
magnetic field B drops by many orders of magnitude. Therefore, the magnetic gradient
force transforms most of the cyclotron energy E⊥ into longitudinal motion. This is illus-
trated in fig. 9(b) by a momentum vector. Due to the slowly varying magnetic field the
momentum transforms adiabatically, therefore the magnetic moment µ keeps constant5:

µ =
E⊥
B

= const. (16)

This transformation can be summarized as follows: The β-electrons, isotropically emitted
at the source, are transformed into a broad beam of electrons flying almost parallel to the
magnetic field lines.

This parallel beam of electrons is running against an electrostatic potential formed
by one or more cylindrical electrodes. All electrons with enough energy to pass the elec-
trostatic barrier are reaccelerated and collimated onto a detector, all others are reflected.

5Equation (16) is only correct in non-relativistic approximation. For relativistic particles (γ+1)·E⊥/B
is an adiabatic invariant of the motion.

35

Abbildung 2.1: Prinzip eines MAC-E-Filters [4]. Elektronen, die in der Quelle in
einem Magnetfeld in eine beliebige Richtung emittiert werden, führen eine Zyklotron-
bewegung entlang der Magnetfeldlinien aus. Durch einen Gradienten des Magnetfelds
von der Quelle zum Spektrometer werden die Elektronen parallelisiert: Das magneti-
sche Moment µ = E⊥/B bleibt bei einer adiabatischen Änderung der Magnetfeldstärke
konstant. Da das Magnetfeld vom Erzeugungsort der Elektronen (BS = 3, 6 T) zur Ana-
lysierebene (BA = 3 · 10−4 T) hin über vier Größenordnungen abfällt, verringert sich
E⊥ im selben Maße, während E‖ zunimmt. Veranschaulicht wird dieser Vorgang durch
ein Umklappen des Impulsvektors, wodurch die Elektronen in der Analysierebene nahe-
zu nur noch longitudinale Energie besitzen und vom elektrostatischen Filter analysiert
werden können.

mit der Magnetfeldstärke BA in der Analysierebene des Spektrometers und dem ma-
ximalen Magnetfeld der gesamten Anordnung Bmax. Eine wichtige charakteristische
Größe für das KATRIN Experiment ist der magnetische Fluss

Φ =
∫
B dA = BS ·AS = BA ·AA = 191 T cm2 (2.2)

mit der Fläche der Analysierebene AA. Man spricht dabei auch vom magnetischen
Flussschlauch, der das Volumen umfasst, das von einem Spektrometer abgebildet wird.
Elektronen, die innerhalb des magnetischen Flussschlauchs emittiert werden, gelangen
bei ausreichender kinetischer Energie durch das Spektrometer zum Detektor.
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2.1.2 Integriertes Betaspektrum und Ableitung der Neutrinomasse

Mit dem KATRIN-Spektrometer wird ein integriertes Spektrum gemessen. Die Zahl N
der Ereignisse, die am Detektor registriert werden,

N(qU,E0,m
2
ν) = NtottU

∫ E0

0

dN

dE
(E0,m

2
ν) ·R(E, qU)dE (2.3)

hängt ab vom angelegten Spektrometerpotential und den Zerfallsparametern Endpunkt-
senergie E0 und Neutrinomassenquadrat m2

ν . Das Spektrometerpotential qU lässt nur
den hochenergetischen Teil des differentiellen Spektrums passieren. E0 und m2

ν bestim-
men den Verlauf des differentiellen Spektrums (Kap. 1.3) und sollen ermittelt werden.
Außerdem tritt noch die Antwortfunktion R des Experiments auf: In ihr sind Spektro-
metereigenschaften, insbesondere die Transmissionsfunktion, und Quelleigenschaften,
wie Streuwahrscheinlichkeiten und Energieverluste der Elektronen, berücksichtigt. De-
tails hierzu werden in Kap. 3.5 behandelt. Die Anzahl der Tritiumkerne in der WGTS
Ntot und die Messzeit tU komplettieren die Berechnung des integrierten Spektrums.
Um die Neutrinomasse aus dem integrierten Spektrum zu extrahieren, müssen alle Ex-
perimenteigenschaften von der Quelle bis zum Spektrometer bekannt sein. An die Mes-
sungen werden die erwarteten Spektren für verschiedene, frei variierbare Parameterkom-
binationen E0,m

2
ν , Rs als Amplitude des Signals und Rb als Beitrag des Untergrunds

angepasst. Eine Möglichkeit hierbei ist die Minimierung der Chi-Quadrat-Funktion

χ2(E0,m
2
ν , Rs, Rb) =

∑
i

(
Nexp(qUi)−Nth(qUi, E0,m

2
ν , Rs, Rb)

σth(Ui)

)
, (2.4)

die die Abweichung zwischen gemessenem und erwartetem Spektrum für eine gewähl-
te Parameterkombination beschreibt. Daraus ergeben sich dann die wahrscheinlichsten
Werte für E0, m2

ν , RS und Rb. Da aber nur m2
ν von Interesse ist, kann über die an-

deren freien Parameter integriert werden. Diese Technik wird als ”Marginalisierung“
bezeichnet. Eine hierbei oft eingesetzte Methode ist die Markov Chain Monte Carlo
Integration, auf die an dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen werden soll.



18 2. Das KATRIN Experiment

R
ea

r s
ec

tio
n

Tr
iti

um
qu

el
le

Tr
an

sp
or

ts
ek

tio
n

Vo
r-

 u
nd

 H
au

pt
sp

ek
tro

m
et

er

D
et

ek
to

r

70
 m

A
bb

ild
un

g
2.

2:
D

as
K

A
T

R
IN

E
x
p

er
im

en
t.

D
as

70
m

la
ng

e
E

xp
er

im
en

t
lä
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2.2 Tritiumquelle

Das KATRIN Experiment verwendet eine im Rahmen des Los Alamos Tritiumexpe-
riments [36] erstmals verwendete fensterlose gasförmige Tritiumquelle WGTS (Win-
dowless Gaseous Tritium Source). Die WGTS ist an beiden Enden offen, sodass die
Elektronen keinerlei Energieverluste beim Durchgang durch eine dünne Folie erfahren.
Ohne ein solches Fenster wird die WGTS zu einer prozesstechnischen Herausforderung:
Ein einfaches abgeschlossenes System ist damit nicht mehr möglich, eine Tritiumrück-
haltung durch Pumpen wird notwendig.

  
Abbildung 2.3: Aussenansicht der WGTS1.

Aufbau

Die WGTS besteht aus einem Strahlrohr der Länge d = 10 m mit einem inneren Durch-
messer D = 90 mm. An den beiden Enden der WGTS schließt sich eine differentielle
Pumpstrecke, die DPS1-F auf der dem Spektrometer zugewandten Seite bzw. die DPS1-
R auf der rückwärtigen Seite, an (siehe Abb. 2.4). Das Tritium wird in der Mitte der
WGTS in einer Injektionskammer durch viele kleine Öffnungen bei niedrigem Druck in
das Strahlrohr eingebracht, um Turbulenzen zu vermeiden. Die Moleküle strömen bzw.
diffundieren in beide Richtungen. Dabei haben sie die Möglichkeit zu zerfallen. Am Ende
werden sie von den Turbomolekularpumpen der DPS1 mit einem Gesamtreduktionsfak-
tor ≈ 100 abgepumpt. In der angeschlossenen ”Inner Loop“ wird dieses Tritium wieder
einem druckkontrollierten Behälter zugeführt, der mit dem Tritiumeinlass verbunden
ist und damit den inneren Tritiumkreislauf schließt. Moleküle, die von der DPS1-F nicht

1Bild von ACCEL
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Figure 1: Overview of WGTS magnet system

The standard operation of the system is to act as the source of decay electrons inside the tem-
perature stabilised beam tube with a persistent magnetic field. This type of operation should be
stable over long periods of time. For tritium handling inside the system, calibration, system inher-
ent processes, and UHV cleaning, several other operation modes are required.

The precise stabilisation of the temperatures inside the system is based on the stable tempera-
ture of boiling cryogenic liquids and requires a reliable pressure regulation. The stability of the
magnetic fields is assured by a persistent mode operation of the superconducting solenoids. The
spatial homogeneity of the magnetic field is achieved by a sophisticated magnetic design optimi-
sation.

2.1.2 List of components
The following table lists components of the WGTS system and relates them to the design draw-
ings prepared for this Design Report:

Abbildung 2.4: Schematischer Aufbau der WGTS [37]. Eingezeichnet ist das
Strahlrohr im Zentrum, die Pumpstutzen der ersten differentiellen Pumpstrecken
DPS1-F und DPS1-R, die Hauptmagnetmodule und die Strahlungsschilde. Die nicht ein-
gezeichneten Zwei-Phasen-Kühlrohre und die Tritiumzuleitung sind direkt am Strahl-
rohr befestigt. Außerdem sind an den Enden der eingezeichneten Magnetmodule kleine
Korrekturspulen angebracht um ein Abfallen des Magnetfelds an den Verbindungsstel-
len zu minimieren.

abgepumpt werden, gelangen in die Transportsektion (Kap. 2.3). Alle in der dortigen
Pumpstrecke abgepumpten Moleküle sowie ein kleiner Anteil des Gases aus der Inner
Loop werden einem Reinigungsprozess unterzogen. Um die geforderte Tritiumreinheit
von mindestens 95 % T2 auch während des Betriebs zu halten, wird von Prozessanla-
gen des Tritiumlabors Karlsruhe (TLK) eine Abtrennung der Tritiumisotope wie DT,
HT und sonstiger Verunreinigungen durchgeführt. Danach wird das gereinigte Tritium
wieder dem Einlassbehälter der WGTS zugeführt.
Um die Anzahl der Tritiummoleküle in der WGTS konstant zu halten, muss der Ein-
lassdruck p ≈ 3, 3 · 10−3 mbar sowie der Tritiumdurchsatz q ≈ 1, 9 mbar l/s konstant
gehalten werden. Eine Größe, die hier häufig verwendet wird, ist die Säulendichte ρd.
Sie beschreibt die entlang der Quellachse z integrierte Dichte an Tritiummolekülen pro
cm2:

ρd =
∫ 5 m

−5 m
ρ(z)dz. (2.5)

Die WGTS soll mit einer Säulendichte ρd = 5 · 1017 cm−2 betrieben werden. Je höher
die Säulendichte gewählt wird, desto mehr Tritium befindet sich in der Quelle, was die
Aktivität steigert. Andererseits steigt dadurch auch die Wahrscheinlichkeit, dass die
Elektronen an den Tritiummolekülen inelastisch streuen und Energie verlieren. Für die
oben angegebene Säulendichte ergibt sich über die gesamte Quelle gemittelt ein Anteil
von 41,3 % ungestreuter Elektronen (siehe Kap. 3.1). Die genaue Bestimmung der Akti-
vität der Quelle zu einer bestimmten Zeit ist ausschlaggebend für die spätere Analyse.
Dabei haben erste Berechnungen [38] gezeigt, dass bereits eine Nichtberücksichtigung
einer Schwankung der Säulendichte um 0,2 % für die Analyse der Neutrinomasse kri-
tisch ist.
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Die Temperatur der Moleküle hat direkten Einfluss auf die Dichte in der WGTS. Die
Quelle soll bei einer Temperatur von 30 K betrieben werden, damit auch bei niedri-
gem Druck die geforderte Tritiumsäulendichte erreicht werden kann. Außerdem ist die
thermische Bewegung der Tritiummoleküle und damit die Dopplerverschmierung (Kap.
3.2.4) der Elektronenenergie umso geringer, je niedriger die Temperatur ist. Noch nied-
rigere Temperaturen sind nicht möglich, da sich sonst Tritiumcluster (T4, T6, T8, . . .)
bilden oder Tritium an den kalten Wänden adsorbiert.
Weitergehende Berechnungen [39] zeigen den Einfluss der Temperatur auf die Säulen-
dichte in der WGTS. Mit einem Korrelationskoeffizienten αT = −1, 2 impliziert eine
um 1% niedrigere Temperatur eine Erhöhung der Säulendichte um etwas mehr als 1%.
Deshalb wird auch für die Temperatur eine Stabilität von 0,2 % gefordert. Dies ist mit
herkömmlichen Methoden nicht möglich. Deshalb ist auf beiden Seiten der WGTS ein
Kühlrohr angebracht (siehe Abb. 2.5a), in dem ein Zwei-Phasen-Gemisch von Neon
zirkuliert. Mit einem Heizdraht kann die Heizleistung so eingestellt werden, dass das
Neon bei T = 30K und p = 1 bar gerade siedet, sodass die Temperatur konstant bleibt.
In einem Verflüssiger kondensiert das entstehende gasförmige Neon wieder, sodass der
Prozess eine stabile Temperatur gewährleistet.
Der gesamte innere Bereich mit Strahlrohr, Neon-Kühlsystem und Tritiumzuleitung
wird von einem inneren Wärmeschild umgeben, um äußere Einflüsse insbesondere der
Magnete abzuschirmen (Abb. 2.5b). Auf ein Isoliervakuum folgen dann die mit flüssigem
Helium gekühlten supraleitenden Solenoide. Die drei inneren Magnetmodule M1, M2
und M3 erzeugen ein Magnetfeld BS = 3, 6T , das für die magnetische Führung (Kap.
2.1.1) der Elektronen entlang der magnetischen Feldlinien zum Spektrometer benötigt
wird. Die Magnete werden von einem äußeren Schild umgeben und befinden sich in
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D = 90 mm
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Strahlrohr

Abbildung 2.5: (a) Aufnahme des Strahlrohrs nach Anbringen der Zwei-
Phasen-Kühlrohre2. (b) Schematischer Querschnitt der WGTS ohne äußeres
Strahlungsschild und Kryostaten.

einem Isoliervakuum, das durch die Außenwand der WGTS abgeschlossen wird. Eine
weitere Herausforderung neben der Stabilität der Temperatur und der Säulendichte ist

2Foto von ACCEL.
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die Güte des Quellpotentials. Die WGTS ist für ein Potential zwischen 0 und 1000 V
ausgelegt. Bei konstant gehaltenem Spektrometerpotential kann dann durch Variieren
des Quellpotentials das integrierte Betaspektrum gemessen werden.

2.3 Transportsektion

Die Elektronen, die geladenen Tritiumionen sowie die neutralen Tritiummoleküle, die
die Quelle verlassen konnten, gelangen in die Transportsektion. Diese ist unterteilt in
zwei Pumpstrecken, eine differentielle und eine kryogene. Ihre Aufgabe ist die Rück-
haltung der Tritiummoleküle und -ionen und die Weiterleitung der Elektronen zu den
Spektrometern.
Die Quelle wird bei einem Injektionsdruck von p ≈ 10−3 mbar und einem Tritiumdurch-
satz q der Größenordnung 1 mbar l/s betrieben. In den Spektrometern herrscht ein Ul-
trahochvakuum mit p < 10−11 mbar, um Untergrundereignisse zu reduzieren (siehe Kap.
2.4). Das Tritium soll prinzipiell nur in der Quelle zerfallen, da hier das Quellpotenti-
al exakt definiert ist. Elektronen, die in anderen Bereiche des Experiments entstehen,
erfahren eine andere Potentialdifferenz und verfälschen dadurch die Messung. Dement-
sprechend soll der Tritiumfluss in das Spektrometer kleiner als 10−14 mbar l/s sein.
Bei höherem Fluss kann sich Tritium auch an der Innenwand des Tanks ablagern und
in die Tankwand eindringen. Elektronen, die aus dem Zerfall solcher Tritiummoleküle
entstehen, besitzen ein anderes Energiespektrum und werden ebenfalls unter einem an-
deren Potential als Elektronen aus der Quelle emittiert. Die Pumpstrecken müssen den
Tritiumfluss also um mehr als 14 Größenordnungen reduzieren [40].

Die sich gerade in der Auslieferungsphase befindliche DPS2-F umfasst fünf 1 Meter
lange Teilstücke, die in einer Schikane angeordnet sind, um den direkten Durchflug
von Tritiummolekülen zu verhindern. Mit ihren vier Turbomolekularpumpen mit einer
Saugleistung von 2000 l/s reduziert sie den Tritiumfluss um einen Faktor 105. Ein wei-
terer wichtiger Aspekt der DPS2-F sind die eingebauten elektrischen Dipole, die durch
eine ~E × ~B-Drift Tritiumionen aus dem Strahlrohr ablenken und neutralisieren [41].
Die Ionen würden ansonsten den magnetischen Feldlinien folgen und im Spektrometer
Untergrundprozesse induzieren.

Die Kryopumpstrecke CPS befindet sich momentan in der technischen Design-Phase.
Ihre Aufgabe ist es, alle Tritiummoleküle, die die DPS2-F durchqueren konnten, über
Sorption zu eliminieren. Dazu sollen mehrere gewinkelt angeordnete Rohrstücke verwen-
det werden, deren Wände mit flüssigem Helium gekühlt werden. Die Wandoberfläche
soll mit kondensiertem Argon (Argon-Frost) bedeckt sein, um die auftreffenden Tritium-
moleküle effektiv zu binden. Dies ermöglicht eine weitere Reduktion des Gasflusses um
einen Faktor 107. Gemeinsam mit den zuvor angebrachten differentiellen Pumpstrecken
wird somit die benötigte Reduktion des Gasflusses um insgesamt 14 Größenordnungen
erreicht.

2.4 Vor- und Hauptspektrometer

Das KATRIN Experiment verwendet zur Energieanalyse der Elektronen ein großvo-
lumiges Hauptspektrometer nach dem Prinzip eines MAC-E-Filters. Zwischen Trans-
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portstrecke und Hauptspektrometer wird noch ein Vorspektrometer verwendet, dessen
Funktionen unten erklärt werden.

Das Hauptspektrometer mit seiner Länge von 23,3 m und seinem Durchmesser von 9,8 m
erlaubt eine hochaufgelöste Energiebestimmung der Elektronen. In der 63,6 m2 großen
Analysierebene im Zentrum des Hauptspektrometers fällt das von den vor und hin-
ter dem Spektrometer angebrachten supraleitenden Solenoiden erzeugte Magnetfeld bis
auf BA = 0, 3 mT ab. Mit Gl. (2.1) und Bmax = 6 T ergibt sich eine Energieauflösung
∆E = 0, 93 eV. Es ist evident, dass nur mit einer guten Energieauflösung eine präzise
Vermessung des Spektrums nahe des Endpunkts überhaupt möglich ist. Zur Analyse
der Elektronenenergie ist die Potentialdifferenz zwischen Quelle und Spektrometer ent-
scheidend.
Im Hauptspektrometer herrscht ein Ultrahochvakuum von 10−11 mbar. Dies ist not-
wendig, um den Untergrund durch Wechselwirkung von Elektronen mit Restgasmole-
külen zu verringern. Ein Teil der unerwünschten Elektronen entsteht, wenn kosmische
Strahlung auf die Tankwand trifft und dort wechselwirkt. Zur Reduktion dieses Unter-
grunds wird ein inneres Drahtelektrodensystem verwendet. Im gesamten Spektrometer-
tank werden nahe an der Tankwand dünne Drahtelektroden gespannt, die auf einem
etwas negativeren Potential als das Tankpotential gehalten werden. Dadurch werden
Sekundärelektronen, die aus der Tankwand austreten, elektrostatisch reflektiert. Au-
ßerdem ist mit den Drahtelektroden eine Feinformung des elektrischen Potentials im
Tank möglich.

Mit seinen im Vergleich zum Hauptspektrometer geringen Ausmaßen (Länge l = 3, 38 m,
Innendurchmesser d = 1, 68 m) besitzt das Vorspektrometer eine Energieauflösung
∆E ≈ 100 eV, ist aber dennoch ein wichtiger Bestandteil des Experiments.
Während der Messungen zur Bestimmung der Neutrinomasse soll das Vorspektrome-
ter den in das Hauptspektrometer einfallenden Beta-Elektronenfluss reduzieren. Von
der Quelle würden ohne zwischengeschaltetes Vorspektrometer > 1010 Elektronen pro
Sekunde in das Hauptspektrometer gelangen, obwohl nur ein winziger Bruchteil im in-
teressanten hochenergetischen Teil des Spektrums liegt. Jedes Elektron kann im großen
Volumen des Spektrometertanks trotz des Ultrahochvakuums Untergrund erzeugen.
Legt man an das Vorspektrometer jedoch eine um z.B. 300 eV geringere Spannung
als an das Hauptspektrometer an, werden nur noch die hochenergetischen Elektronen
(∼ 104 pro Sekunde) durchgelassen. Die letzten 50 eV des Spektrums, die dann vom
Hauptspektrometer analysiert werden, bleiben unbeeinflusst.
Projektseitig dient das Vorspektrometer als Prototyp für das wesentlich größere Haupt-
spektrometer. So wurden in den letzten Jahren z.B. die Funktion des inneren Drahtelek-
trodensystems und das Design der Erdelektroden intensiv am Vorspektrometer getestet.

Mit einem dritten Spektrometer, dem sogenannten Monitorspektrometer, wird die Hoch-
spannung, die an der Analysierebene anliegt, überwacht. An das Hauptspektrometer
und das separat stehende Monitorspektrometer wird dieselbe Spannung angelegt. Mit
letzterem kann dann die Energie eines radioaktiven monoenergetischen Elektronemit-
ters gemessen und somit Schwankungen in der Hochspannung registriert werden.
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2.5 Detektor

Die Elektronen, die durch die Spektrometer transmittiert werden, werden durch das an-
steigende Magnetfeld gebündelt, aufgrund des Erdpotentials am Spektrometerende wie-
der beschleunigt und treffen dann auf den Hauptdetektor, der die Rate transmittierter
Betaelektronen bestimmt. Durch die Beschleunigung vermeidet man Untergrundereig-
nisse niederenergetischer Elektronen. Auch eine Nachbeschleunigung (UDet bis +30 kV)
wird derzeit technisch untersucht, um die Anzahl der nachgewiesenen Elektronen zu
maximieren. Der verwendete Detektor ist eine segmentierte Silizium PIN-Diode. Die-
se besitzt eine zur Untergrundseparation ausreichende Energieauflösung ∆E = 600 eV
FWHM für 18,6 keV Elektronen. Die flächengleiche Segmentierung (Abb. 2.6) in ein
Zentrum mit vier Segmenten und in zwölf Ringe mit je zwölf Pixeln ermöglicht eine
genaue und schnelle Detektion der Teilchen und lässt radiale und azimutale Inhomoge-
nitäten in der Quelle bzw. der Analysierebene erkennen.

  

Abbildung 2.6: Detektorsegmentierung. Ein Zentrum mit 4 Pixeln und 12 Ringe
mit jeweils 12 Pixeln. Alle Pixel besitzen die gleiche Fläche.

Der Detektor muss hierzu einerseits robust genug sein um Zählraten von einigen 100 kHz
messen zu können, wenn Kalibrationsmessungen mit einer Elektronenkanone oder mit
geringer Spektrometerspannung durchgeführt werden. Andererseits muss er sehr nied-
rige Zählraten nachweisen können, wenn nahe am Endpunkt gemessen wird. Mit einer
erwarteten Zählrate von wenigen mHz im für die Neutrinomasse sensitiven Bereich des
integrierten Spektrums darf der gesamte Untergrund Γb = 10 mHz nicht übersteigen.
Dies erfordert eine gute Abschirmung und ein Vetosystem gegen kosmische Strahlung.
Die Größe Γb bestimmt auch, in welchem Intervall unterhalb des Endpunkts gemessen
wird. Die größte Sensitivität auf die Neutrinomasse ergibt sich bei einem Verhältnis von
Ereignisrate des integrierten Spektrums zur Untergrundrate von 2:1 [4].
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2.6 Monitoring

Im folgenden werden einige experimentelle Methoden angegeben, die zur Überwachung
der Quelleigenschaften dienen:

• Speziell zur Bestimmung der Säulendichte ρd in der Quelle und damit der Aktivi-
tät wurde ein ”forward beam monitor“ entwickelt [42]. Dieser quer zum Strahlrohr
verfahrbare Detektor ermöglicht aufgrund seiner kleinen Fläche die Messung des
Elektronenflusses am Rand des magnetischen Flussschlauchs während des norma-
len Messzyklus. Bei einer Unterbrechung der Messphase kann er auch den gesam-
ten Querschnitt des Strahlrohrs abscannen.

• Die ”Rearsection“, die sich an die WGTS auf der dem Spektrometer abgewandten
Seite anschließt, befindet sich in der Design-Phase [43]. Durch eine Rückwand in
diesem Bereich wird das Potential der Quelle definiert. Mit einem sich ebenfalls
in der Design-Phase befindlichen Detektor wird die Aktivität der Quelle konti-
nuierlich überwacht. Außerdem wird eine Elektronenkanone eingebaut, mit der
man zwischen einzelnen Messzyklen Elektronen durch die WGTS schicken kann.
Aus dem Verhältnis der Anteile gestreuter und ungestreuter Elektronen bei ver-
schiedenen angelegten Spektrometerspannungen kann man dann auf die aktuelle
Säulendichte zurückschließen.

• Auch der Hauptdetektor kann zwischen den Messungen die Quellaktivität bestim-
men, indem die Spannung an den Spektrometern stark heruntergesetzt wird und
damit ein großer Teil der Elektronen zum Detektor gelangt.

• Mit Laser-Raman-Spektroskopie wird die Tritiumreinheit überwacht [44, 45]. In
einer Box an der Inner Loop wird hierzu das an den Gasmolekülen gestreute
Laserlicht analysiert. Die verschiedenen Anregungsenergien von Tritium, Deute-
rium und sonstigen Bestandteilen des Gasgemisches ermöglichen durch spektrale
Intensitätsmessungen des gestreuten Lichts eine genaue Bestimmung der Gaszu-
sammensetzung.

2.7 Sensitivität und systematische Unsicherheiten

Das Ziel des KATRIN Experiments ist eine Bestimmung der Neutrinomasse im sub-
eV-Bereich. Wie in [4] näher erklärt wird, kann mit KATRIN eine Neutrinomasse
mν = 350 meV mit einem Entdeckungspotential von 5σ gemessen werden. Falls kei-
ne Neutrinomasse bestimmt werden kann, kann mν < 200 meV (90% C.L.) als neue
Obergrenze angegeben werden.
Um diese Sensitivität3 auf die Neutrinomasse zu erreichen, sind drei Jahre Messzeit
vorgesehen, nach denen identische statistische und systematische Fehler von

σstat = σsyst, tot = 0, 017eV2 (2.6)

3Die Sensitivität für die Observable m2
ν ist um einen Faktor 100 besser als die Vorgängerexperimente

(vgl. Gl. (1.26) - (1.29)).
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erwartet werden. Dabei wird von mehreren unabhängigen systematischen Fehlern aus-
gegangen, die quadratisch addiert werden und so σsyst, tot ergeben. Für die einzelnen
Experimentparameter gelten besonders kleine Grenzen für die jeweiligen erlaubten Un-
sicherheiten. Für alle bisherigen Tritiumzerfallsexperimente galt, dass die Tritiumquelle

Tabelle 2.1: Anforderungen an ausgewählte Parameter (nach [4]).
Grund Benötigte Genauigkeit

Beschreibung der Final States f < 1, 01

Kenntnis der Säulendichtevariationen ∆ρd/ρd < 2 · 10−3

m m
Rate ∆Γ/Γ < 2 · 10−3

Temperatur ∆T/T < 2 · 10−3

Tritiumreinheit ∆εT /εT < 2 · 10−3

Einlassdruck ∆pinj/pinj < 2 · 10−3

Druck an Pumpen ∆pex/pex < 0.06

WGTS-Potentialunterschiede ∆U < 10 mV

WGTS-Magnetfeld ∆BS/BS < 2 · 10−3

die systematischen Fehler bei der Bestimmung der Neutrinomasse dominierte. Deshalb
werden an die Parameter der WGTS, die in Tab. 2.1 aufgezählt sind, strenge Anforde-
rungen gestellt. Zentral ist hierbei, dass die Säulendichte, die die Anzahl der Tritium-
moleküle in der Quelle und damit die Aktivität festlegt, nur um 0,2% schwanken darf
[38]. Bei größeren nicht registrierten Schwankungen werden die systematischen Effekte
auf die Neutrinomasse zu groß. Für alle physikalischen Größen, die die Säulendichte
beeinflussen [39], gelten ähnlich strenge Anforderungen. Ein detailliertes Verständnis
der einzelnen Quellparameter ist daher unbedingt nötig.

Um die genauen Einflüsse der Quellparameter auf die extrahierte Neutrinomasse zu
untersuchen, wird ein detailliertes Quellmodell benötigt. Die bisher verfügbaren ver-
schiedenen Modelle für die einzelnen Quellparameter sollen dabei im Rahmen dieser
Arbeit erstmals vereint werden. Durch Variieren einzelner Quellparameter soll es dann
möglich sein, die entsprechenden Effekte auf das integrierte Spektrum zu beobachten
und mit geeigneten Analyseprogrammen die Effekte auf die Neutrinomassenanalyse
zu bestimmen. Dabei sollen insbesondere Effekte wie eine nicht-isotherme Quelle oder
radiale und azimutale Dichteunterschiede untersucht werden. Im Hinblick auf Simula-
tionen des gesamten KATRIN Experiments von der Quelle bis zum Detektor ist die
vorliegende Arbeit der erste Schritt, die Tritiumquelle in ihrer vollen Komplexität in
solche Simulationen zu implementieren.
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der Quellparameter

Für die Neutrinomassenbestimmung mit KATRIN muss das Betaspektrum des Zerfalls
von molekularen Tritium mit bisher unerreichter Präzision gemessen werden. Dafür ist
eine genaue Kenntnis und dreidimensionale Beschreibung der Eigenschaften der Triti-
umquelle notwendig. Eine Unterteilung der Quelle in einzelne kleine Volumenelemente
Vi erlaubt eine differenzierte Berechnung von Einzelbetaspektren für jedes Vi mit den in
Vi herrschenden physikalischen Quellparametern. Dies sind die ersten wichtigen Schritte
für eine Gesamtsimulation des KATRIN Experiments.
Die Anforderungen an die Parameter des KATRIN Experiments wurden bereits in Kap.
2.7 diskutiert. Die dort aufgelisteten Werte wurden in früheren Berechnungen und Si-
mulationen ermittelt, die als Ausgangspunkt dieser weiterführenden Arbeit in Kap. 3.1
noch einmal aufgegriffen werden.
Zur Berechnung der Quellspektren werden in Kap. 3.2 die notwendigen Modifikationen
des Betaspektrums vorgestellt und in Kap. 3.3 die Quellparameter eingehend diskutiert.
Dabei wird detailliert beschrieben, wie die einzelnen Konzepte in das für diese Arbeit
entwickelte Programmpaket implementiert wurden.
Die 3D-Unterteilung der Quelle (Kap. 3.4) und die Antwortfunktion (Kap. 3.5) schließen
diese Themenkapitel. Unter Berücksichtigung dieser Aspekte lässt sich das Quellspek-
trum und schließlich das integrierte Spektrum berechnen, das von KATRIN gemessen
wird.

3.1 Status bisheriger Analysen und Ziele dieser Arbeit

Die bisher durchgeführten Analysen, die die Einflüsse der Quellparameter auf die in-
tegrierten Spektren untersuchten, beruhten auf Berechnungen bzw. Monte-Carlo-Simu-
lationen, bei denen die WGTS als Gesamtsystem betrachtet wurde. Zur Beschreibung
dienten vorwiegend integrale Größen, wie die Säulendichte ρd oder die mittleren Streu-
wahrscheinlichkeiten Pi von Elektronen der gesamten Quelle.
Die mittleren Streuwahrscheinlichkeiten Pi für i-fache Streuung hängen von der Säu-
lendichte ρd und vom Quellmagnetfeld BS ab (siehe Kap. 3.5.3). Berechnet wurden sie
für die gesamte Quelle für ρd = 5 · 1017 cm−2 und BS = 3, 6 T von J. Kaspar [46]:

P0 = 0, 413339
P1 = 0, 292658
P2 = 0, 167331 (3.1)
P3 = 0, 079129
P4 = 0, 031776.
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Diese Berechnungen lassen jedoch keine differenzierten Analysen der verschiedenen
Streuwahrscheinlichkeiten für Elektronen zu, die aus unterschiedlichen Bereichen der
Quelle emittiert werden. So besitzen Elektronen, die im spektrometerabgewandten Teil
der WGTS emittiert werden, eine höhere Wahrscheinlichkeit, gestreut zu werden, als
Elektronen aus dem spektrometernahen Ende. Unter Hinzunahmne des Magnetfeld-
profils (Kap. 3.3.1) ergeben sich in unterschiedlichen Vi deutliche Abweichungen der
Streuwahrscheinlichkeiten und damit auch der Beiträge zum gemessenen Spektrum der
gesamten WGTS.

Das grundlegende Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Unterteilung der WGTS in kleine
Volumina Vi und die detaillierte Beschreibung und Modellierung dieser Vi, damit die
Effekte der räumlich nicht homogenen Quellparameter auf das integrierte Spektrum
und damit die extrahierte Neutrinomasse mν detailliert untersucht werden können.
Im Rahmen dieser Arbeit soll die Grundlage für eine umfassende Modellierung der
Quelle und für eine spätere Simulation des Gesamtexperiments gelegt werden. Diese
Arbeit beschränkt sich auf die Modellierung der WGTS, soll aber später mit erweiter-
ten Simulationen der Transportstrecke und der Spektrometer verknüpft werden.
Dazu sind als Ausgangspunkt zunächst Berechnungen der Betaspektren einzelner Quell-
bereiche vorgesehen. Diesen Bereichen sollen die dort herrschenden physikalischen Grö-
ßen zugeordnet und daraus der Beitrag zum Quellspektrum berechnet werden. An dieser
Stelle soll bereits betont werden, dass es sich um Berechnungen der Spektren han-
delt. Es werden keine mikroskopischen Ein-Teilchen-Simulationen durchgeführt, d.h.
keine Elektronen simuliert, deren Weg durch die WGTS verfolgt wird. Dies bleibt je-
doch eine attraktive Möglichkeit für die Zukunft, indem z.B. die verwendeten Spektren
als Eingangsverteilungen für die Startwertauswahl verwendet werden.
Mit einer Unterteilung der Quelle in einzelne Segmente können weiterführende Unter-
suchungen zusätzlicher heute aber schwer abschätzbarer Inhomogenitäten durchgeführt
werden. Insbesondere kann die Fragestellung untersucht werden, welchen Einfluss ein
inhomogenes bzw. nicht stationäres Temperaturprofil besitzt. Weitere systematische
Untersuchungen umfassen die Variation der Geschwindigkeit der Tritiummoleküle in
der WGTS. Das Fernziel hier ist eine Berücksichtigung der ortsabhängigen Dopplerver-
breiterung.
Außerdem sollen vorhandene Konzepte erweitert werden, speziell die Berücksichtigung
einer neuen verbesserten Beschreibung der Final State Distribution (FSD), die umfas-
sender ist als die bisher verwendeten Berechnungen aus [47]. In einigen vereinfachten
Simulationen wurde nur ein Endzustand mit einer Energie von Ef = 1, 7 eV angenom-
men, gegebenenfalls mit einer nachträglich eingeführten Energieverschmierung um die
Breite der FSD σFSD ≈ 0, 3 eV. Mit einer neuen, genaueren FSD lassen sich bei der Be-
rechnung des integrierten Spektrums nicht vernachlässigbare Unterschiede im Vergleich
zur vereinfachten Beschreibung der Endzustände erkennen (siehe Kap. 4.3).

3.2 Modifikationen des differentiellen Betaspektrums

Die Berechnung des differentiellen Betaspektrums wurde auf der Basis der Fermi-
Theorie entsprechend Gl. (1.20) implementiert. Zur exakten Beschreibung des Spek-
trums in der Endpunktregion, in der die Sensitivität auf die Neutrinomasse am größten
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ist, müssen einige zerfallsspezifische Korrekturen, aber auch experimentelle Effekte be-
rücksichtigt werden. Dies sind von theoretischer Seite die Strahlungskorrekturen (siehe
Kap. 3.2.1) und die Implementierung der Final State Distribution (3.2.3). Experimentell
spielen die Tritiumreinheit (3.2.2) der Quelle und die Dopplerverbreiterung (3.2.4) des
Spektrums eine hervorgehobene Rolle. Die beiden letzten Punkte sind als Eigenschaften
der Quelle von essentieller Bedeutung für das differentielle Betaspektrum.

3.2.1 Strahlungskorrekturen

Bei der Beschreibung des Betazerfalls lassen sich Terme für Strahlungskorrekturen auf-
stellen, die den Einfluss der Emission von virtuellen und reellen Photonen auf die Ener-
gie des Betaelektrons beschreiben. Bei der Berechnung des Spektrums taucht diese
Korrektur als zusätzlicher energieabhängiger Faktor in Gl. (1.20) auf.
Für diese Arbeit wurden die Berechnungen von W.W. Repko und C. Wu [48] verwendet,
die im Folgenden schon für den Tritiumbetazerfall angepasst wurden:
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In Abb. 3.1 ist der Verlauf des Korrekturfaktors frad(E) für einen Bereich von wenigen
eV unterhalb der Endpunktsenergie E0 exemplarisch dargestellt.

3.2.2 Tritiumreinheit

Die Reinheit des verwendeten Tritiums ist ein wichtiger Parameter der Quelle, der so-
wohl das differentielle Spektrum beeinflusst als auch die Aktivität der Tritiumquelle
bestimmt. Das integrierte Spektrum in Gl. (2.3) skaliert mit der Anzahl der Tritium-
moleküle Ntot in der Quelle. Zu jedem Zeitpunkt muss daher bekannt sein, wie viele
Tritiummoleküle sich in der Quelle befinden. Das setzt bei bekannter Säulendichte der
Quelle (siehe Kap. 3.3.4) auch die Kenntnis der Tritiumreinheit voraus. Das Tritiumla-
bor Karlsruhe TLK stellt das hochreine molekulare Tritium bereit und garantiert eine
Reinheit von εTrit > 0, 95. Dieser Wert ergibt sich aus der Anzahl der Tritiumkerne
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Abbildung 3.1: Strahlungskorrekturfaktor frad für den Tritiumbetazerfall nahe
des Endpunkts. Betazerfallsprozesse mit Photonpropagation sind energieabhängig,
die Rate wird bei geringen Energien um ca. 0,8% reduziert. Im letzten eV vor dem
Endpunkt ist der Einfluss besonders ausgeprägt, die Rate wird hier stärker unterdrückt.

mit einem minimalen Verhältnis von 90% T2-Molekülen zu 10% DT-Molekülen. Alle
anderen Bestandteile des Gemischs werden in Reinigungsprozessen vor der Injektion in
das Strahlrohr bis auf vernachlässigbare Anteile entfernt. Die genaue Zusammensetzung
des Gasgemisches wird mit Hilfe von Laser-Raman-Spektroskopie ermittelt (vgl. Kap.
2.6).
Der Einfluss der Tritiumreinheit auf das differentielle Betaspektrum ergibt sich aus den
unterschiedlichen Final State Distributions, die für die Tochtermoleküle des T2- und
des DT-Zerfalls gelten.

3.2.3 Final State Distribution

Der Zerfall von gasförmigem molekularem Tritium unterscheidet sich vom Zerfall ato-
maren Tritiums dadurch, dass ein Tochtermolekül 3HeT+ entsteht.

T2 → 3HeT+ + e− + νe (3.7)

Ein zweiatomiges Molekül wie 3HeT+ besitzt sowohl elektronische Anregungszustände
wie auch Rotations- und Vibrationsanregungen. Ein gewisser Teil der Zerfallsenergie
bleibt daher beim Tochtermolekül zurück und steht damit nicht der kinetischen Energie
des Elektrons oder des Neutrinos zur Verfügung. Die Energie Ef solcher Rotations-,
Vibrations- und elektronischer Anregungszustände sowie die Wahrscheinlichkeiten Pf ,
dass der entsprechende Endzustand auftritt, lassen sich für 3HeT+ mit sehr großer
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Abbildung 3.2: Final State Distribution von 3HeT+ a) in den ersten 4 eV und
b) zwischen 20 und 150 eV. Aufgetragen sind die Wahrscheinlichkeiten Pf für die
verschiedenen Rotations- und Vibrationszustände im elektronischen Grundzustand (0
bis 4 eV) und elektronischen Anregungszuständen (ab 20 eV) von 3HeT+ über deren
Energie Ef . In 57% der Fälle befindet sich das Tochtermolekül im Grundzustand, im
Mittel verbleiben < Ef >= 1, 7 eV bei ihm. Die Berechnungen von N. Doss wurden bis
240 eV durchgeführt, wobei die Wahrscheinlichkeit für die letzten 100 eV sehr gering
ist. Es ist erkennbar, dass bei jedem Zerfall Energie beim Tochtermolekül verbleibt.

Genauigkeit berechnen [49, 50] und liefern die Final State Distribution (FSD) in Abb.
3.2.

Die Beschreibung des Betaspektrums aus Gl. (1.20) inklusive der Strahlungskorrektur
frad(E) aus Gl. (3.2) erweitert sich nun um eine Summe über alle möglichen Endzu-
stände gewichtet mit ihrer Wahrscheinlichkeit Pf :

dN

dE
= C · F (Z,E) · p · (E +mec

2) · frad(E) ·
∑
f

[Pf · (E0 − Ef − E) ·
√

(E0 − Ef − E)2 −m2
νc

4 ·Θ(E0 − Ef − E −mνc
2) ].

(3.8)

Aus der Final State Distribution von 3HeT+ in Abb. 3.2 wird ersichtlich, dass auf ein
Tochtermolekül im elektronischen Grundzustand im Mittel < Ef >= 1, 7 eV übertragen
werden. Die Final State Distribution muss damit auf jeden Fall für die Neutrinomassen-
analyse berücksichtigt werden. Ein Vergleich der Spektren mit bzw. ohne berücksichtigte
Final State Distribution ist im Kap. 4.3 gezeigt.
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass das 3HeT+-Molekül bei der Emission des Elektrons
auch eine Rückstoßenergie

Erec =
p2

rec

2MHeT
=

p2
e

2MHeT
= E

me

MHeT
+

E2

2MHeT
≈ E me

MHeT
(3.9)

behält, die von der Energie E des Elektrons abhängt. Am Endpunkt beträgt Erec =
1, 7 eV und ist für das Intervall 50 eV unterhalb des Endpunkts nahezu konstant. Die
Rückstoßenergie, die nicht mit der mittleren Energie < Ef >= 1, 7 eV der Final State
Distribution verwechselt werden darf, fehlt dem Elektron generell und resultiert daher
in einem niedrigeren messbaren Endpunkt des Spektrums (nach [4]).
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Abbildung 3.3: a) Final State Distribution von 3HeD+ für den elektronischen
Grundzustand des Tochtermoleküls und b) Differenz der FSD von 3HeT+

und 3HeD+. Dabei wurde Abb. 3.2a verwendet.

Die vollständige Implementierung der Final State Distribution erfordert noch, dass
zwischen dem Zerfall von T2 und DT unterschieden wird:

T2 → 3HeT+ + e− + νe (3.10)

DT → 3HeD+ + e− + νe (3.11)

Aufgrund der unterschiedlichen Massen der Tochtermoleküle besitzen diese unterschied-
liche Rotations- und Vibrationszustände und damit unterschiedliche Final State Distri-
butions. In der WGTS liegt wie oben dargestellt hauptsächlich eine Mischung von T2

und DT vor. Unter Kenntnis der aktuellen Tritiumreinheit (siehe Kap. 3.2.2) lässt sich
eine effektive Final State Distribution bestimmen, die aus den gewichteten Summen
der FSD von T2 und DT gebildet wird (siehe Abb. 3.4). Je nach Mischungsverhältnis
ist das in dieser Arbeit entwickelte Softwarepaket in der Lage, die Verteilung neu zu
gewichten, so dass eine genaue Untersuchung des Einflusses der Tritiumreinheit auf das
Spektrum möglich ist.
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Abbildung 3.4: Final State Distribution für eine Mischung von 90% T2 und
10% DT. Gezeigt ist nur der Bereich zwischen 30 und 100 eV. Überlagert werden
die Verteilungen für 3HeT+ (grün) und 3HeD+ (blau) unterhalb von 40 eV, gewichtet
mit dem Anteil der Gaskomponente. Für höhere Energien liegen nur Berechnugen für
3HeT+ vor, weshalb dessen FSD (gelb) dort mit 100% Gewichtung verwendet wird.

3.2.4 Dopplerverbreiterung

Die WGTS wird bei einer Temperatur von 30 K betrieben, um die stochastische Bewe-
gung der Tritiummoleküle möglichst gering zu halten. Noch niedrigere Temperaturen
sind nicht sinnvoll, da sich dann Tritiumcluster bilden, die ein anderes Betaspektrum
besitzen, oder Tritium an den Strahlrohrwänden anfrieren könnte. Trotz der niedrigen
Temperatur besitzen die Moleküle eine ungeordnete mittlere thermische Geschwindig-
keit von ca. 300 m/s und eine zusätzliche gerichtete Nettogeschwindigkeit von bis zu
50 m/s aufgrund der Tritiumzirkulation vom Tritiumeinlass zu den Pumpen (siehe Kap.
3.3.3). Eine für diese Betrachtungen zulässige nicht-relativistische Geschwindigkeitsad-
dition von emittiertem Elektron und sich bewegendem Tritiummolekül führt zu einer
Elektronenenergie E′ im Laborsystem und damit einer Energieänderung ∆E

E′ =
1
2
me(~ve + ~vT2)2 (3.12)

∆E = E′ − E = me|~ve| · |~vT2 | · cosϑ+
1
2
me~v

2
T2

(3.13)
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mit dem Winkel ϑ zwischen Molekülflugrichtung und Emissionsrichtung des Elektrons.
Der zweite Term ist mit 10−6 eV bei den tiefen Temperaturen in der Quelle vernachläs-
sigbar. Der vordere Term mit der Geschwindigkeit des Elektrons führt zu Energiever-
schiebungen, die für die Neutrinomassenbestimmung relevant sind. Als Beispiel ergibt
sich für ein Tritiummolekül, das bei T = 30 K mit wahrscheinlichsten Geschwindigkeit
|~vT2 | = 288 m/s genau auf das Spektrometer zufliegt und in Flugrichtung ein Endpunkt-
elektron emittiert, eine Energiezunahme für das Elektron von

∆E ≈ 130 meV. (3.14)

Da diese Verschiebung nahezu linear mit der Molekülgeschwindigkeit variiert, die für
ein Ensemble einer Maxwell-Boltzmann-Verteilung folgt, kann die Verschiebung noch
höher ausfallen. Abb. 3.5 zeigt, wie sich der Dopplereffekt auf das differentielle Spektrum
auswirkt.
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Abbildung 3.5: Dopplerverbreiterung des differentiellen Betaspektrums von
T2. Zum einen ergeben sich modifizierte Zählraten, zum anderen besitzen einige Elek-
tronen Energien oberhalb des eigentlichen Endpunkts (E0 = 18575 eV). Zur Erstellung
dieser Abbildung wurde jedes Energieintervall des differentiellen Spektrums mit der Ge-
samtheit der auftretenden Tritiumgeschwindigkeitsvektoren gefaltet. Die Geschwindig-
keiten folgen hier exemplarisch der Verteilungsfunktion, die für die WGTS bei der Posi-
tion z = +0, 5 m, r = 1, 8 cm aus der Überlagerung der Maxwell-Boltzmann-Verteilung
mit der Nettodiffusionsgeschwindigkeit in z-Richtung erwartet wird (siehe Kap. 3.3.3).

Eine korrekte Beschreibung der Dopplerverbreiterung muss berücksichtigen, dass die
Temperatur in der WGTS durch ein Temperaturprofil gegeben ist (siehe Kap. 3.3.2)
und damit die Moleküle unterschiedlichen Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen fol-
gen, die in Kap. 3.3.3 detailliert beschrieben werden.
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Im für diese Arbeit entwickelten Softwarepaket wurden die prinzipiellen Funktionen zu
einer vollständigen Berücksichtigung der Dopplerverbreiterung implementiert. Für jede
Position in der WGTS lässt sich das Geschwindigkeitsprofil berechnen und danach das
differentielle Spektrum bestimmen. Der Rechenaufwand für eine derartige vollständige
Beschreibung der Dopplerverbreiterung ist momentan noch sehr hoch und erfordert ver-
besserte Computing-Infrastrukturen. Bei allen folgenden Berechnungen wird die Dopp-
lerverbreiterung daher noch vernachlässigt, soweit nicht explizit erwähnt.

3.3 Parameter der Quelle

Zur Beschreibung des Energiespektrums der Betazerfallselektronen aus der WGTS müs-
sen alle Quellparameter genau bekannt sein. Über die inneren 10 m des Strahlrohrs ist es
technisch herausfordernd, an jeder Stelle nahezu identische Bedingungen zu erreichen.
Auch zeitliche Veränderungen von Parametern sind zu berücksichtigen, da jederzeit
bekannt sein muss, wie die Quelle zu einem bestimmten Messzeitpunkt charakterisiert
werden kann. Im Folgenden werden die Quellparameter und deren Implementierung in
das Programm diskutiert.

3.3.1 Magnetfeld

Die Kenntnis der Magnetfeldstärke BS in der Quelle ist im Zusammenhang mit der
Magnetfeldkonfiguration des gesamten Experiments wichtig, da dies bei einem MAC-
E-Filter entscheidenden Einfluss auf die Messungen hat. Der magnetische Flussschlauch,
definiert durch Gl. (2.2), wird in der Quelle durch das im Vergleich zur Analysierebene
stärkere Magnetfeld auf eine kleinere Fläche zusammengezogen. Die lokale Magnetfeld-
stärke legt die Größe des Flussschlauchs fest, bestimmt bei gegebenem Dichteprofil,
wie viele Tritiummoleküle sich im Flussschlauch befinden, und damit die Anzahl der
Elektronen, die auf den Detektor abgebildet werden.
Eingeschränkt wird die Anzahl der am Detektor ankommenden Elektronen zum einen
durch das angelegte Spektrometerpotential, das die niederenergetischen Elektronen re-
flektiert. Zum anderen ist der maximale Öffnungswinkel θmax zu beachten, gegeben
durch

θmax = arcsin
(

BS
Bmax

)
≈ 50, 7 ◦ (3.15)

mit dem maximalen Magnetfeld des gesamten Experiments Bmax = 6, 0 T. Elektronen,
die unter einem Winkel größer als θmax emittiert werden, werden durch den magneti-
schen Spiegeleffekt reflektiert und erreichen den Detektor nicht. Berücksichtigt werden
müssen daher nur Elektronen mit Emissionswinkeln θ < θmax. Je kleiner der Öffnungs-
winkel θ ist, desto geringer ist die Zyklotronbewegung der Elektronen. Dies führt zu
einer kürzeren Weglänge in der WGTS und somit auch zu geringeren Streuwahrschein-
lichkeiten. Dieser Zusammenhang wirkt sich bei der Berechnung der Streuwahrschein-
lichkeiten (siehe Kap. 3.5.3) für einzelne Bereiche der Quelle aus.
Die 21 supraleitenden Spulen, die das Magnetfeld in der Quelle erzeugen, erzeugen kein
völlig homogenes Magnetfeld (siehe Abb. 3.6). An den Pumpstutzen der differentiel-
len Pumpstrecken befinden sich keine Spulen und das Magnetfeld fällt hier auf wenige
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100 mT ab. Aber auch zwischen den drei langen Spulen M1, M2 und M3 in den inneren
10 m des Strahlrohrs gibt es an den Übergängen trotz kleiner Kompensationsspulen
einen Abfall des Felds um ca. 2%. Elektronen aus diesen Bereichen der Quelle besit-
zen einen kleineren maximalen Öffnungswinkel, wodurch sich für diese Elektronen im
Mittel geringere Weglängen ergeben und damit die mittleren Streuwahrscheinlichkeiten
reduziert sind.
Ein Magnetfeldprofil der Quelle wie in Abb. 3.6 dargestellt ermöglicht es dann die oben
genannten Effekte ortsaufgelöst für die gesamte WGTS zu bestimmen. Zur Berechnung
des Magnetfeldes wird das Programmpaket magfield3 von F. Glück [51] verwendet,
das alle beim KATRIN Experiment verwendeten supraleitenden Solenoide und ihre
Geometrie berücksichtigt.
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Abbildung 3.6: Magnetfeldstärke in der WGTS. Für die inneren 10 m ist die axial-
symmetrische z-Komponente des Magnetfelds aufgetragen. Gut erkennbar ist der starke
Abfall des Felds an den Pumpstutzen bei -5 und +5 m und der 2%-Effekt zwischen
den drei inneren Magneten M1, M2 und M3. Die horizontale Linie entspricht einem
Referenz-Magnetfeld mit BS = 3.6 T, das für vergleichende Berechnungen mit konstan-
tem Magnetfeld verwendet wird.

3.3.2 Temperaturprofil

Wie oben (Kap. 3.2.4) beschrieben beeinflusst die Temperatur der WGTS und damit
die Geschwindigkeit der Tritiummoleküle über die Dopplerverbreiterung die Messung.
Darüber hinaus ist bei der Modellierung der WGTS zu beachten, dass ist die Dichtever-
teilung (Kap. 3.3.4) in der Quelle direkt an die Temperatur des Strahlrohrs gekoppelt
ist.
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Während des Experiments werden zahlreiche kalibrierte Temperatursensoren (Dampf-
druckthermometer, PT100 und PT500 Sensoren), die über die inneren 10 m der WGTS
verteilt angeordnet sind, eine präzise Messung der Temperatur direkt an der Strahl-
rohrwand ermöglichen. Im Rahmen von Vorüberlegungen lässt sich ein erwartetes Tem-
peraturprofil für die Quelle annehmen:

longitudinales Temperaturprofil

Die Stabilisierung und langfristige Aufrechterhaltung einer konstanten Temperatur T0 =
30 K auf einer Länge von 10 m ist technisch herausfordernd. Das zur Kühlung der WGTS
entwickelte Kühlsystem mit den Zwei-Phasen-Neon-Rohren (siehe Kap. 2.2) soll dies er-
reichen. Als Designkriterium ist eine Abweichung ∆T = 30 mK bei z = 4, 75 m erlaubt.
Hierbei ist zu berücksichtigen, dass die Kühlung durch Störeffekte beeinflusst werden
kann, speziell durch Wärmeeinträge von außen. Durch die Abschirmung der WGTS mit
dem inneren Schild und der Aufhängung des Strahlrohrs an dünnen Drähten verbleibt
nur Wärmestrahlung durch die Pumpstutzen als dominanter Wärmeeintrag (Abb. 3.7a).
Die Strahlung wird die Wand der WGTS erwärmen und damit ein longitudinales Tem-
peraturprofil erzeugen. Laut [52] ist der Wärmeeintrag q̇rad(z′) auf die Strahlrohrwand
proportional zur Ableitung des ”Viewfactors“ F12(z′) mit dem Abstand z′ vom Ende
der WGTS

F12(z′) = −1
2

(
z′

r

)2

+
1
2

√
4
(
z′

r

)2

+
(
z′

r

)4

(3.16)

q̇rad(z′) ∝ d

dz
F12(z′) = − z

′

r2
+
z′

r2

(
2 +

(
z′

r

)2
)

1√
4
(
z′
r

)2
+
(
z′
r

)4 (3.17)

Der Wärmeeintrag wurde bei z′ = 0, 25 m auf 0, 1 W/m2 skaliert. Eine Integration über
eine Rohrhälfte (0 bis 5m) liefert als Gesamtwärmeeintrag Qtot = 0, 25W .

Für die Berechnungen in [53], deren Ergebnisse in der vorliegenden Arbeit verwendet
wurden, wurde das Temperaturprofil in Abb. 3.7b

T (z) = T0 +
∆T
35

[(
6

6− z

)2

− 1

]
, −5 ≤ z ≤ 5 (3.18)

angenommen. Dies kann in zukünftigen Berechnungen an die Überlegungen mit dem
Wärmeeintrag angepasst werden. Außerdem wird der Demonstrator, ein Vorexperiment
der WGTS, im Herbst 2009 mit dem Strahlrohr, den Originalkomponenten des Neon-
Kühlsystem und einer 4K Kaltmasse anstelle der Magnete die Funktion und Stabilität
dieses Kühlprinzips testen und gleichzeitig das Temperaturprofil messen.

radiales und azimutales Temperaturprofil

Am Strahlrohr sind auch radiale und azimutale Unterschiede der Temperatur zu erwar-
ten. Die Zwei-Phasen-Neon-Rohre sind beidseitig horizontal an der Strahlrohrlängsachse
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Abbildung 3.7: (a) Wärmestrahlung in die WGTS nach [52]. Nahe den Pumpen
ist die Wärmeeinstrahlung größer als im Zentrum der WGTS. (b) angenommenes
Temperaturprofil [53]. Für die Berechnungen der Einflüsse eines Temperaturgradi-
enten auf die Dichteverteilung wurde dieses exemplarische Temperaturprofil verwendet.

angelötet, was zu einem Temperaturgradienten in vertikaler Richtung führt. Unter Ein-
führung des Azimutwinkels ϕ1 lässt sich die Temperaturverteilung der Wand TW mit
einer maximalen Abweichung in vertikaler Richtung ∆T

TW (ϕ) = T0 + ∆T · sin2 ϕ (3.19)

parametrisieren. Die Ergebnisse von numerischen Berechnungen [53], die losgelöst von
einer longitudinalen Bewegung der Moleküle berechnet wurden, sind in Abb. 3.8 ge-
zeigt. Der hierbei eingeführte Verdünnungsfaktor δ ist gegeben durch das Verhältnis
einer charakteristischen Systemgröße, hier dem Strahlrohrradius R, und a von der Grö-
ßenordnung der mittleren freien Weglänge der Moleküle:

δ(z) =
R

a
=
R · P (z)
µ0 · v0

. (3.20)

Die Berechnungen sind für beliebige ∆T durchgeführt worden und lassen sich somit
mit dem longitudinalen Temperaturprofil verknüpfen. Der Wärmeeintrag lässt sich für
eine bestimmte Position z in der Quelle in ∆T umrechnen. Dafür lassen sich dann die
radialen und azimutalen Temperaturverteilungen verwenden.
Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Programm ist zum jetzigen Zeitpunkt in der
Lage, ein solches 3D-Temperaturprofil zu verwenden, wenn die Werte aus Abb. 3.8 an
ausreichend vielen Koordinaten z berechnet wurden.

1ϕ = 0 bzw. π für die Temperatur direkt am Kühlrohr, ϕ = π/2 (ϕ = 3π/2) für die Temperatur am

Strahlohr oben (unten).
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Abbildung 3.8: Modell des radialen und azimutalen Temperaturprofils der
WGTS [53]. Für drei verschiedene Positionen z in der WGTS ist die Abweichung der
Temperatur an der Stelle (x,y) von der nominellen Temperatur des Zwei-Phasenrohrs in
dimensionslosen Koordinaten dargestellt. Es ist immer nur ein Viertel des Strahlrohr-
querschnitts gezeigt. Rechts ist das Zwei-Phasenrohr angedeutet. Der Verdünnungsfak-
tor δ in Gl. (3.20) verdeutlicht die Komplexität solcher Berechnungen: Bei großem δ

werden die Gleichungen aus der Hydrodynamik verwendet. Bei den geringen Dichten
am Ende der WGTS, beschrieben durch δ � 1, muss man die Effekte der molekularen
Strömung beachten. Auch die Auswirkungen auf die Temperaturunterschiede werden
dadurch verständlich. In der Mitte der WGTS nimmt das Gas durch die große Dichte
und die vielen Stöße die Temperatur der Wand an, oben ist der Temperaturunterschied
daher genau ∆T . Je weiter man sich jedoch den Pumpen nähert, desto geringer wird
die Dichte und damit auch die Wechselwirkung der Moleküle mit der Wand. Die Tem-
peraturunterschiede sind hier - wenn auch nur geringfügig - kleiner.

3.3.3 Geschwindigkeitsprofil der Tritiummoleküle

Die Temperatur eines Gases definiert entsprechend den thermodynamischen Gegeben-
heiten das Geschwindigkeitsprofil der Moleküle. In einem abgeschlossenen System folgen
die Geschwindigkeiten einer Maxwell-Boltzmann-Verteilung, die hier in Zylinderkoordi-
naten r, φ, z mit der lokalen Teilchendichte ρ(z) und der wahrscheinlichsten Geschwin-
digkeit v0 angegeben ist:

f(~r,~v) =
ρ(z)

(
√
πv0)3

exp

[
−
v2
r + v2

φ + v2
z

v2
0

]
. (3.21)

Die Integration über ein Raumelement d~r und ein Geschwindigkeitsintervall d~v liefert
die Anzahl der Moleküle, die sich dort mit den korrespondierenden Geschwindigkeiten
bewegen. Der Tritiumfluss in der WGTS, der durch die ständige Tritiuminjektion und
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das Abpumpen entsteht, modifiziert jedoch die Molekülgeschwindigkeiten. In Bericht
[53] wird auf Basis der ”linearized kinetic equation“, also einer linearisierten Boltzmann-
funktion, die Geschwindigkeitsverteilung angegeben als

f(~r,~v) =
ρ(z)

(
√
πv0)3

exp
(
−v

2

v2
0

)[
1 + 2ξp(z)

vz
v0

Φ(x, y, vx, vy)
]

(3.22)

mit dem Dichtegradienten ξp(z)

ξp(z) =
R

P (z)
dP (z)
dz

(3.23)

mit dem WGTS-Radius R und dem Druck P(z). Φ(x, y, vx, vy) definiert den Störterm,
der aus dem Temperaturprofil und den Dichtedifferenzen berechnet werden soll. In die-
sem Fall lässt sich bei bekanntem Dichteprofil die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion
numerisch berechnen.
Einfacher ist hingegen eine Approximation durch eine lokale Maxwell-Boltzmann-Verteilung

f(~r,~v) ≈ ρ(z)
(
√
πv0)3

exp

[
−
v2
r + v2

φ + (vz − Uz)2

v2
0

]
, (3.24)

in der die Geschwindigkeit Uz die Nettobewegung der Teilchen vom Tritiumeinlass zu
den Pumpen hin berücksichtigt. Dabei zeigt ein Vergleich, dass die Näherung durch
lokale Boltzmann-Funktionen die numerisch berechnete Verteilungsfunktion für z=0
bis 4,5 m gut beschreibt und nur an den Enden des Strahlrohrs stellenweise um mehr
als 6% abweicht [53].
Für das Geschwindigkeitsprofil reduziert sich der Aufwand dann von sehr aufwendigen
Lösungsalgorithmen der Boltzmann-Gleichung auf die Bestimmung von Uz. Diese Größe
hängt, wie in Abb. 3.9 zu sehen ist, von der Position z sowie vom Radius r in der Quelle
ab. Parametrisieren lässt sich der Verlauf von Uz durch

Uz(z, r, δ) = −v0ξp(z)
[
a(δ)− c(δ) ·

( r
R

)2
]

(3.25)

mit den zuvor definierten Größen und den zwei Koeffizienten a und c, die nur vom
Verdünnungsparameter δ (siehe Gl. 3.20) abhängen. Deshalb müssen sie nur einmal
berechnet werden und sind dann durch Interpolationsfunktionen verfügbar

a(δ) =
[
0, 894− 0, 1048δ

(
1− ln δ

4

)]
1 + δ

1 + 1, 963δ
+
δ(δ + 2, 036)
2, 593 + 4δ

, (3.26)

c(δ) =
[
0, 295− 0, 0536δ

(
1− ln δ

4

)]
1 + δ

1 + 0, 7599δ
+

δ2

0, 07788 + 4δ
. (3.27)

Das für diese Arbeit verwendete Profil der Nettogeschwindigkeiten ist ebenfalls durch
numerische Rechnungen erstellt worden, kann aber auch analytisch beschrieben werden
[54].

Für die vollständige Beschreibung der Geschwindigkeitsverteilung am Ort (z, r) lassen
sich die einzelnen Schritte wie folgt zusammenfassen:
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Abbildung 3.9: Profil der Nettogeschwindigkeiten. Für verschiedene Abstände von
der Mitte der WGTS (von unten nach oben z = 0, 5/2, 0/4, 0/4, 5 m) ist die radiale Ab-
hängigkeit der Nettogeschwindigkeit Uz der Tritiummoleküle in der WGTS dargestellt.
Auf der Strahlachse ist Uz größer als in der Nähe der Strahlrohrwand. Je weiter sich
die Moleküle von der Injektion zu den Pumpen bewegen, desto größer ist ihre Nettoge-
schwindigkeit und ihr Gradient entlang des Radius.

1. Die Dichte ρ(z) und der Druckgradient ξp(z) werden durch Interpolationen in Gl.
(3.28) und Gl. (3.29) berechnet.

2. Der Verdünnungsparameter an gewünschter Position wird über δ(z) = δin·ρ(z)/ρin

berechnet.

3. Die Koeffizienten a(δ) und c(δ) werden aus Gl. (3.26) und Gl. (3.27) bestimmt.

4. Aus Gl. (3.25) ergibt sich die Nettogeschwindigkeit Uz(z, r) der Moleküle.

5. Die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion kann dann mit Gl. (3.24) berechnet wer-
den.

Mit Kenntnis der ortsabhängigen Verteilungsfunktion der Geschwindigkeiten ist letzt-
lich die Dopplerverbreiterung wie in Kap. 3.2.4 beschrieben berechenbar.
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Einschränkend muss gesagt werden, dass für diese Berechnungen keine Randeffekte
berücksichtigt wurden, also das Modell am Tritiumeinlass und an den Pumpen nicht
anwendbar ist. Beim ersten Pumpstutzen, also nach 5 m Flugstrecke der T2-Moleküle
in der WGTS, wurde in den Berechnungen des Geschwindigkeits- und auch des Dich-
teprofils (Kap. 3.3.4) pex = 0 angenommen. Erwartet wird jedoch ein Auslassdruck pex

im Intervall 0, 036pin < pex < 0, 05pin [4]. Dies modifiziert die Profile nur in geringem
Umfang und wird für die zukünftigen Berechnungen berücksichtigt. Komplexer werden
die Betrachtungen, wenn man davon ausgeht, dass an den Pumpstutzen Tritiummole-
küle zurückgestreut werden. Der Auslassdruck pex ≈ 0, 05 ergibt sich dann durch die
Überlagerung ausströmender und zurückgestreuter Moleküle. Zum genauen Verständnis
dieser Vorgänge sind Monte Carlo Simulationen notwendig, bei denen einzelne Moleküle
ohne Wechselwirkung mit anderen Molekülen und deren Streuung an den Pumpstutzen
simuliert werden [55].

3.3.4 Dichteprofil der Tritiummoleküle

Zur Durchführung des KATRIN Experiments muss die Säulendichte ρd in der WGTS
sehr genau bekannt sein. In Kap. 2.7 wurde schon gezeigt, dass eine nicht berücksichtigte
Schwankung der Säulendichte um 0,2% zu einem intolerablen systematischen Effekt in
der Neutrinomassenanalyse führt. Es ist daher wichtig, die Gesamtzahl der Moleküle in
der Quelle zu kennen. Dabei spielt die Temperatur der Quelle eine zentrale Rolle, da
sie direkt mit der Dichteverteilung verknüpft ist. Eine Temperaturinhomogenität - sei
sie longitudinaler, radialer oder azimutaler Art (siehe Kap. 3.3.2) - spiegelt sich daher
immer in einer Modifikation des Dichteprofils wider.

longitudinales Dichteprofil

Aus der Geometrie des Strahlrohrs, dem Einlassdruck pin und dem Tritiumdurchsatz q
kann das Dichteprofil in der WGTS berechnet werden. Umgekehrt kann auch bestimmt
werden, welche Werte für pin und q gewählt werden müssen, um die gewünschte Säulen-
dichte ρd = 5·1017 cm−2 zu erreichen. Sharipov hat diese Aufgabe u.a. in [56] numerisch
gelöst.

Alle Berechnungen hatten bisher gemeinsam, dass sie eine isotherme Quelle mit T =
30K annahmen. Ein longitudinales Temperaturprofil (siehe Kap. 3.3.2) führt zu nicht
vernachlässigbaren Änderungen. Für die spezielle Verteilung in Abb. 3.7b wurde in [53]
das zugehörige Dichteprofil numerisch berechnet. Es kann durch folgende Interpolati-
onsformel mit z′ = 2z

L beschrieben werden

ρ(z)
ρin

= [B1

(
1− z′

)
+B2

(
1− z′

)2 ] · [1− exp(5z′)]

+ [1 +B3 z
′ 2 +B4 z

′ 4] · cos
(π

2
z′
)
.

(3.28)

L bezeichnet die Länge des Strahlrohrs L = 10 m. Die Koeffizienten B1 bis B4 für
verschiedene Temperaturabweichungen ∆T in longitudinaler Richtung finden sich in
Tab. 3.1.
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Abbildung 3.10: Das mit der Interpolationsformel 3.28 erstellte Dichteprofil
für ∆T = 30 mK.

Durch Gradientenbildung erhält man mit P (z) = kBT ·ρ(z) den Druckgradienten ξp(z)
(siehe Gl. 3.23)

ξp(z) =
ρin

ρ(z)
R

L
{[− 2B1 − 4B2(1− z′)][1− exp(5z′)]

− 10[B1(1− z′) +B2(1− z′)2] exp(5z′)

+ [4B3 z
′ + 8B4 z

′ 3] cos
(π

2
z′
)

− π[1 +B3 z
′ 2 +B4 z

′ 4] sin
(π

2
z′
)}

(3.29)

Tabelle 3.1: Interpolationskoeffizienten für die Dichteverteilung in Gl. (3.28)
bei konstantem Tritiumdurchsatz q = 1, 926 mbar l/s für verschiedene ∆T

∆T [K] B1 B2 B3 B4

0 0,02723 0,09125 1,5748 1,7787
0,03 0,02724 0,09122 1,5747 1,7795
0,3 0,02736 0,09098 1,5733 1,7865
1,0 0,02767 0,09035 1,5699 1,8045

Für jede Position entlang der Quellachse lässt sich damit die lokale Dichte berechnen.
Die oben gezeigten Rechnungen und die Interpolationsformeln in Gl. (3.28) und (3.29)
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stehen nur beispielhaft für die Verwendung eines spezifischen Temperaturprofils und ei-
nes dazugehörigen Temperaturgradienten ∆T . Mit einem von Sharipov et al. entwickel-
ten Programm soll für ein variables Temperaturprofil die resultierende Dichteverteilung
berechnet werden können. Deshalb wurden erste Schritte für eine Schnittstelle zum im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten Softwarepaket durchgeführt.

radiales und azimutales Dichteprofil

In Kap. 3.3.2 wurde gezeigt, dass radiale und azimutale Variationen der Temperatur
innerhalb eines Querschnitts der WGTS bestehen aufgrund der speziellen Kühltechnik
mit den seitlich angebrachten Zwei-Phasenrohren. Für die Dichteverteilung existieren
analoge Berechnungen, die in Abb. 3.11 dargestellt sind.

n x , y =
 x , y−0

0
⋅
T 0
T

2-Phasenrohr LNe,  T0 = 30 K

z

3,5 m

4,9 m

5,0 m

x/R

y/R

0

1

0 1

Abbildung 3.11: Modell der radialen und azimutalen Abweichungen von der
mittleren Dichte ρ0 [53]. In analoger Darstellung zu Abb. 3.8. Zu beachten ist,
dass der aufgetragene Dichteunterschied n(x, y) noch mit dem Faktor ∆T/T0 (d.h.
entsprechend der WGTS-Spezifikation mit 10−3) multipliziert werden muss, um die
Teilchendichte ρ(x, y) an dieser Stelle zu erhalten. Diese Berechnungen wurden ohne
Berücksichtigung von longitudinalen Effekten betrachtet, d.h. ohne den Gasfluss entlang
der Quellachse miteinzubeziehen.

3.4 Räumliche Unterteilung der Quelle

In Kap. 3.3 wurden die in die Modellierung der WGTS einbezogenen physikalischen
Parameter diskutiert. Hervorzuheben ist hierbei die starke Variation der Parameter
über die Distanz von 10 m und innerhalb des Querschnitts des Strahlrohrs in radialer
und azimutaler Richtung. Das differentielle Spektrum der gesamten Quelle wird z.B.
durch die Dopplerverbreiterung, die wiederum vom Temperaturprofil der Quelle ab-
hängt, modifiziert. Für eine genaue Beschreibung ist es also unerlässlich, die WGTS in
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kleine Elemente Vi, im folgenden Quellpixel genannt, zu unterteilen. Ist der Quellpixel
genügend klein gewählt, können innerhalb dieses Quellpixels die Parameter als konstant
angenommen werden.

longitudinale Unterteilung

Eine longitudinale Unterteilung des 10 m-Strahlrohrs ist aus physikalischer Sicht uner-
lässlich. Der Grad der Aufteilung hängt von der betrachteten physikalischen Größe und
der erforderlichen Genauigkeit ab. Zur Untersuchung des Einflusses der Magnetfeldinho-
mogenitäten (Abb. 3.6) sollte die Unterteilung nahe der Pumpen und an den Nahtstellen
der Magnete sehr fein, im restlichen Bereich mit kleinem Gradienten eher grob sein. Für
Betrachtungen des Dichteprofils hingegen wäre eine Unterteilung denkbar, die jedem
Quellpixel die gleiche Anzahl an Tritiummolekülen zuordnet. In der Mitte der WGTS
würde das Modell daher kleine Bereiche umfassen und an den Enden bei den geringen
Dichte eine größere Unterteilung aufweisen. Deshalb wurde im entwickelten Programm
Wert darauf gelegt, die Unterteilung für verschiedenartige Fragestellungen flexibel zu
lassen. Für die hier vorgestellten Berechnungen und Ergebnisse wurde als erster Ansatz
eine longitudinal äquidistante Unterteilung gewählt.

10 m

Tritiumeinlass

 e-90
 m

m

Abbildung 3.12: Schematische longitudinale Unterteilung der WGTS in 10
äquidistante Bereiche. Die Graustufen symbolisieren das Dichteprofil in der WGTS.
Elektronen, die im dem rückwärtigen Teil der Quelle emittiert werden, müssen die
gesamte Quelle durchlaufen und besitzen damit eine größere Streuwahrscheinlichkeit
als Elektronen aus dem spektrometernahen Ende der Quelle. Damit ist es möglich, die
einzelnen Bereiche der Quelle separat zu betrachten.

radiale und azimutale Unterteilung

Da auch radiale und azimutale Inhomogenitäten berücksichtigt werden müssen, ist ei-
ne Unterteilung in diese beiden Richtungen erforderlich. In entsprechender Weise muss
auch hier der Grad der Unterteilungen auf den zu untersuchenden Parameter angepasst
werden. Exemplarisch wurde für diese Arbeit eine Gesamtunterteilung entwickelt, die
sich an der Geometrie des Detektors (Abb. 2.6) orientiert. Dessen Ringstruktur mit der
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weiteren Unterteilung eines Rings in Segmente und die Magnetfeldstärke am Detektor,
die das Abbildungsverhältnis festlegt, sind vordefiniert. Für einen gewählten Detektor-
pixel kann unter Berücksichtigung des magnetischen Flusses in Gl. (2.2) für bekanntes
Magnetfeld BS in der Quelle die Abbildung von entsprechenden Quellpixeln bestimmt
werden.
Für jeden Quellpixel werden dann die physikalischen Parameter gesetzt, die charakteri-
sieren, welchen Beitrag er zum Gesamtspektrum der Quelle liefert. Durch Zusammen-
fassen mehrerer entlang einer Magnetfeldlinie angeordneter Quellpixel lässt sich dann
die Zahl und das Energiespektrum von Elektronen an den entsprechenden Detektorpi-
xeln bestimmen. Wenn alle Quellpixel addiert werden, ergibt sich das Gesamtspektrum
der WGTS (Kap. 4.1).

Bei dieser Methode müssen einige Effekte vernachlässigt werden, die nur im Rahmen
von Simulationen der Trajektorien einzelner Teilchen beschreibar sind:

• In den anliegenden ~E- und ~B-Feldern erfahren die Elektronen bei Nichtparallelität
der Vektorfelder eine kleine ~E× ~B-Drift und gelangen u.U. zu einem benachbarten
Pixel.

• Streuungen der Elektronen an den Tritiummolekülen unter großen Winkeln kön-
nen dazu führen, dass sie nicht am vorherberechneten Detektorpixel ankommen.

• Für die Berechnungen wurden keine Störungen der Axialsymmetrie des Magnet-
felds berücksichtigt.

In dieser Arbeit waren die radialen und azimutalen Abhängigkeiten der Quellparameter
noch nicht vollständig verfügbar, so dass nachfolgend nur eine longitudinale Untertei-
lung durchgeführt wurde.

3.5 Antwortfunktion und integriertes Spektrum

Der Einfluss der Experimentparameter auf das integrierte Betaspektrum (Kap. 2.1.2)
ist durch die experimentelle Antwortfunktion R gegeben

R(E, qU) =
∫ E/2

0
T (E − ε, qU) · (P0δ(ε) + P1f(ε) + P2(f ⊗ f)(ε) + · · · )dε. (3.30)

Sie ist eine Faltung der Transmissionsfunktion T (siehe Kap. 3.5.1) als Spektrometerei-
genschaft mit den Energieverlusten f(ε) (3.5.2), jeweils gewichtet mit den Streuwahr-
scheinlichkeiten Pi (3.5.3), als Quelleffekten.
Aus früheren Berechnungen, in denen die WGTS durch integrierte Größen als Ganzes
charakterisiert wurde, ergab sich die in Abb. 3.13a dargestellte Antwortfunktion.

Durch die Unterteilung der Quelle in kleinere Bereiche (Kap. 3.4) ist es möglich die
Antwortfunktion für jeden Quellpixel separat anzugeben. Jeder Quellpixel besitzt ei-
gene Streuwahrscheinlichkeiten, da je nach Lage unterschiedlich viele Tritiummoleküle
zwischen Emissionsort und Spektrometer von den Elektronen passiert werden müssen.
Dabei können dann auch die Temperatur-, Dichte- und Magnetfeldprofile (Kap. 3.3) be-
rücksichtigt werden, so dass sich eine individuelle Antwortfunktion für jeden Quellpixel
(siehe Abb. 3.13b) ergibt.
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Abbildung 3.13: (a) KATRIN-Antwortfunktion R(E, qU) und (b) individuelle
Antwortfunktionen für eine Unterteilung in 10 longitudinale Quellpixel. Bei
einer Unterteilung in mehrere longitudinale Quellpixel lässt sich die Antwortfunktion
für jeden Pixel einzeln berechnen. Dafür werden zunächst die Streuwahrscheinlichkei-
ten für jeden Quellpixel bestimmt. Die Unterteilung garantiert, dass jedem Pixel die
real existierenden physikalischen Eigenschaften wie Dichte und Magnetfeld zugeord-
net werden. Am gut erkennbaren Plateau der Antwortfunktion lässt sich der Anteil
ungestreuter Elektronen ablesen. Bei der untersten Kurve, die den am weitesten vom
Spektrometer entfernten Teil der WGTS beschreibt, erreichen nur 12% der Elektronen
das Spektrometer ohne Energieverlust durch inelastische Streuung. Die oberste Ant-
wortfunktion für den spektrometernächsten Teil der WGTS zeigt den erwartet hohen
Anteil an ungestreuten Elektronen.

3.5.1 Transmissionsfunktion und Spektrometerparameter

In die Antwortfunktionen einzelner Quellpixel gehen die Eigenschaften des Spektrome-
ters ein. Die KATRIN-Spektrometer basieren auf dem in Kap. 2.1.1 erklärten Prinzip
eines MAC-E-Filters. Mit Gl. (2.1) ergibt sich für Elektronen mit Endpunktsenergie
E0 = 18575 eV für eine Konfiguration mit einem Magnetfeld in der Analysierebene
BA = 3 · 10−4 T und einem maximalen Magnetfeld Bmax = 6, 0 T eine Energieauflösung
von

∆E = E · BA
Bmax

= 0, 93 eV (3.31)

Die genauen Transmissionseigenschaften des Spektrometers werden durch eine Trans-
missionsfunktion beschrieben, die für eine isotrope Elektronenquelle die folgende Form
annimmt:

T (E, qU) =



0 E − qU ≤ 0

1−
√

1−E−qU
E

BS
BA

1−
√

1−∆E
E

BS
BA

0 < E − qU ≤ ∆E

1 E − qU > ∆E

(3.32)
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mit den zuvor eingeführten Größen ∆E, BS , BA und dem elektrischen Potential qU ,
das die Elektronen überwinden müssen.
Elektronen mit zu geringer Energie werden reflektiert, die Transmission ist in diesem
Fall Null. Die endliche Energieauflösung bedingt eine partielle Transmission von Elek-
tronen mit einer Energie nahe an der Potentialbarriere, wohingegen Elektronen mit
einer Energie größer als qU + ∆E ungehindert passieren können. Die Transmissions-

−qU [eV]
0

Elektron−Restenergie E 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

, q
U

)
0

T
ra

ns
m

is
si

on
 T

(E

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Abbildung 3.14: Berechnete Transmissionsfunktion des Hauptspektrometers.
Hier ist die Transmission von Elektronen mit E0 = 18575 eV aufgetragen, die gegen ein
elektrisches Potential qU anlaufen. Die Energieauflösung von ∆E = 0, 93 eV bestimmt
die Breite des Anstiegs.

funktion in Abb. 3.14 ist für verschiedene Bereiche des Spektrometers leicht modifiziert
in Abhängigkeit vom lokalen Magnetfeld BA in der Analysierebene mit AA = 63, 6 m2.
Da BA nicht konstant in AA ist, ändert sich die Breite der Transmissionsfunktion. Ein
deutlich stärkerer Effekt entsteht durch die Variation des Retardierungspotentials qU
über die Querschnittsfläche, wodurch die Transmissionsfunktion verschoben wird [4].
Elektronen, die das Spektrometer nahe der Tankwand passieren, erfahren daher ande-
re Transmissionsbedingungen als Elektronen, die direkt auf der Strahlachse bei r = 0
fliegen. Elektronen, die nahe der WGTS-Wand bei einem großen Radius r entstehen
und noch im magnetischen Flussschlauch emittiert werden, durchfliegen auch die Ana-
lysierebene bei einem großen Radius. Mit einer Unterteilung der Quelle in radialer und
azimutaler Richtung (Kap. 3.4) ist es möglich, den Quellpixeln die für sie geltenden
Transmissionsfunktionen zuzuweisen. Dieser Aspekt konnte in dieser Arbeit noch nicht
berücksichtigt werden, wird aber im Hinblick auf die in naher Zukunft erfolgenden Mes-
sungen der Inhomogenitäten von BA und qU am Hauptspektrometer [57] im Zuge einer
Gesamtsimulation des KATRIN Experiments implementiert werden.
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3.5.2 Energieverluste der Elektronen

Wenn die höchstenergetischen Elektronen des steil abfallenden Betaspektrums unter-
sucht werden, ist eine adiabatische Führung der Elektronen von der Quelle zum Spek-
trometer notwendig. Alle Energieverluste von der Quelle bis zum Detektor müssen daher
in den Berechnungen berücksichtigt werden.
Zum einen verlieren sich in Magnetfeldern bewegende Elektronen Energie durch Syn-
chrotronstrahlung. Zum anderen müssen inelastische Streuungen an Tritiummolekülen
beachtet werden. Um die Energieverluste durch Stöße außerhalb der Quelle gering zu
halten, werden große Teile des Experiments werden unter UHV-Bedingungen betrieben.
Die inelastischen Stöße, die ein emittiertes Elektron in der Quelle durchführt, sind der
dominante Energieverlustprozess, und werden hier detailliert berücksichtigt.

Synchrotronstrahlung

Die Verwendung eines MAC-E-Filters zur Analyse der Elektronenenergie setzt star-
ke Magnetfelder voraus. Die Elektronen bewegen sich auf Spiralbahnen entlang der
Magnetfeldlinien in einer Zyklotronbewegung. Eine Kreisbewegung geladener Teilchen
führt immer zu einer Abstrahlung von Energie in Form von Synchrotronstrahlung. Die-
ser Energieverlust kann einer nicht-relativistischen Näherung als

∆E = 0, 4E⊥B2t (3.33)

parametrisiert werden [4]. B bezeichnet dabei die magnetische Feldstärke, in der sich die
Elektronen im Zeitintervall t bewegen und dabei Energie abstrahlen, während E⊥ der
transversalen Energie entspricht, die in der Kreisbewegung steckt. Elektronen mit Emis-
sionswinkel θ = 0◦ besitzen keine transversale Energie und erfahren somit auch keine
Sychrotronverluste. θ definiert darüber hinaus auch die Aufenthaltsdauer der Elektro-
nen in der WGTS. Elektronen, die unter großem θ emittiert werden, besitzen nur einen
kleinen Anteil longitudinaler Energie zur Bewegung hin zum Spektrometer. Sie führen
hauptsächlich die Kreisbewegung durch und bewegen sich nur ”langsam“ aus der WGTS
im Vergleich zu Elektronen, die unter kleinem θ direkt in Richtung des Spektrometers
emittiert werden.
Da das Magnetfeld quadratisch in Gl. (3.33) eingeht, sind die Energieverluste in der
Quelle mit BS = 3, 6 T eher gering. Die Transportsektion mit BTransport = 5, 6 T trägt
wesentlich stärker zu den Synchrotronstrahlungsverlusten bei. Die maximalen Verluste
betragen [4]

∆Emax
WGTS = 12 meV (3.34)

∆Emax
Transport = 130 meV. (3.35)

Dies zeigt für die WGTS, dass der Energieverlust durch Synchrotronstrahlung im Ver-
gleich zur Dopplerverbreiterung (∆EDoppler ≈ 130 meV aus Kap. 3.2.4) um einen Fak-
tor 10 geringer ist. Für eine Gesamtsimulation des KATRIN Experiments einschließlich
der Transportstrecke sind diese Energieverluste aber zu berücksichtigen. Da in dieser
Arbeit immer nur Spektren aus den verschiedenen Quellpixeln berechnet und keine
Einteilchensimulationen durchgeführt werden, ist die Synchrotronstrahlung noch nicht
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berücksichtigt. Effekte, die von unterschiedlichen Weglängen der Elektronen abhängen,
können daher zum jetzigen Zeitpunkt noch nicht berücksichtigt werden.

Abschließend sei angemerkt, dass die Energieverluste im Bereich des stärksten Magne-
ten mit Bmax = 6, 0 T irrelevant sind, da sich dieser erst hinter dem Spektrometer
befindet, wenn die Energieanalyse schon stattgefunden hat.

Inelastische Streuung

Die Elektronen können in der Quelle mit den restlichen Tritiummolekülen inelastisch
stoßen. Diese Streuungen passieren hauptsächlich im zentralen Bereich der WGTS, da
dort die Dichte am größten ist.
Die Energieverluste durch inelastische Streuungen in der Quelle lassen sich durch die
Einführung einer Energieverlustfunktion f(ε) beschreiben. Diese wurde in [58] durch
Untersuchung der Streuung von 18,6 keV Elektronen an molekularem Tritium und Deu-
terium mit dem Troitsk-Spektrometer ermittelt zu

f(ε) =

A1 exp
(
−2(ε−ε1)2

ω2
1

)
für ε < εc

A2
ω2

2

ω2
2+4(ε−ε2)2 für ε ≥ εc

(3.36)

mit den Parametern A1 = 0, 204 ± 0, 001, ω1 = 1, 85 ± 0, 02, A2 = 0, 0556 ± 0, 0003,
ω2 = 12, 5 ± 0, 1 und ε2 = 14, 30 ± 0, 02. Für den Fit in Abb. 3.15a wurde ε1 = 12, 6
festgelegt. εc = 14, 09 wurde so gewählt, dass die beiden Funktionsteile stetig sind.

Aus Abb. 3.15a ist ersichtlich, dass ein Elektron bei einer inelastischen Streuung minde-
stens 10 eV Energie verliert. Wird das Betaspektrum nur in einem engen Intervall von
10 eV unterhalb des Endpunkts analysiert, ist sichergestellt, dass die im Detektor regi-
strierten Elektronen keine inelastische Streuung in der WGTS erfahren haben. Wird ein
erweitertes Energieintervall betrachtet, enthält das Spektrum Beiträge von Elektronen,
die ein Mal gestreut wurden. Abb. 3.15a-d zeigen, wie sich die Anzahl der Streuungen
im Energieverlustspektrum manifestiert. Diese Kenntnis ist wichtig, wenn ein größeres
Energieintervall analysiert wird. Dies ist genau der Einfluss der inelastischen Streuun-
gen, der in der Antwortfunktion in Gl. (3.30) berücksichtigt wird.
Eine der wesentlichen Aufgaben bei KATRIN wird die genaue Messung der Energiever-
lustfunktion sein. Hierzu wird mit Hilfe eines monoenergetischen Elektronenstrahls aus
einer Elektronenkanone der Anteil gestreuter Elektronen bestimmt. Der Strahl muss zu
diesem Zweck die gesamte WGTS bei verschiedenen Tritiumdichten durchlaufen. Dar-
aus lässt sich die für diese Bedingungen geltende Antwortfunktion bestimmen. Durch
Entfalten kann daraus die für KATRIN spezifische Energieverlustfunktion bestimmt
werden [4].

3.5.3 Streuwahrscheinlichkeiten

Neben einer genauen Kenntnis des Energieverlusts von Elektronen durch eine inela-
stische Streuung, muss bekannt sein, wie oft die Elektronen in der WGTS streuen.
Der totale Wirkungsquerschnitt für die Streuung von Elektronen an T2 beträgt σtot =
3, 40 · 10−18 cm2 für 18,6 keV Elektronen [58]. Obwohl σ energieabhängig ist, kann die-
ser Wert für die gesamten Berechnungen in einem Intervall von [18475 eV, 18575 eV] als
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Abbildung 3.15: (a) Energieverlustfunktion für Elektronen in gasförmigem mo-
lekularem Tritium. Ein Elektron verliert bei einer inelastischen Streuung mit einem
Tritiummolekül mindestens 10 eV Energie. (b) - (d) Faltungen für 2-, 3- und 4-
fache Streuung.

konstant angenommen werden.
Für eine Streuung kommen nur Moleküle in Frage, die sich zwischen Emissionsort und
Spektrometer befinden, wobei in der vorliegenden Arbeit nur Moleküle in den inneren
10 m der WGTS berücksichtigt werden. Die Flugstrecke des Elektrons hängt wie oben
beschrieben vom Emissionswinkel θ ab. Insbesondere ist bei größerem θ die Zyklotron-
bewegung stärker und damit der zurückgelegte Weg innerhalb der WGTS länger. Als
charakteristische Größe kann man in diesem Zusammenhang die effektive Säulendichte

λ(z, θ) =
1

cos θ

∫ l

z
ρ(z′)dz′ (3.37)

verwenden. Die Anzahl der Streuprozesse, die ein Elektron erfährt, folgt dann einer
Poissonverteilung

Pi(z, θ) = exp(−λσtot)
(λσtot)i

i!
. (3.38)

Die Werte von Pi(z, θ) geben an, wie wahrscheinlich eine i-fache Streuung eines Elek-
trons ist, das am Ort z unter einem Winkel θ emittiert wird. Für die gesamte WGTS
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können mittlere Streuwahrscheinlichkeiten Pi berechnet werden [46], indem über alle
Emissionswinkel und alle Startpositionen gemittelt wird:

Pi =
1

ρd(1− cos θmax)

∫ +5m

−5m
dz

∫ θmax

0
dθρ(z)Pi(z, θ) sin θ. (3.39)

Die mittleren Streuwahrscheinlichkeiten Pi sind unabhängig vom Dichteprofil und wer-
den nur durch die integrale Säulendichte ρd beeinflusst. Für die Säulendichte ρd =
5 ·1017 cm−2 und ein Magnetfeld von BS = 3, 6 T ergeben sich die Werte in Gl. (3.1) als
Mittelung über die gesamte WGTS. Das Magnetfeld BS beeinflusst diese Werte, da es
nach Gl. (3.15) den maximalen Öffnungswinkel θmax definiert. Da nur Elektronen mit
0◦ ≤ θ < θmax am Detektor ankommen, werden auch nur diese bei der Berechnung der
Streuwahrscheinlichkeiten berücksichtigt, die Integration in Gl. (3.39) wird demzufolge
nur bis θmax durchgeführt. In Kap. 3.3.1 wurde erläutert, dass das Magnetfeld in der
WGTS nicht konstant ist. Dadurch sind die maximalen Emissionswinkel je nach Posi-
tion in der Quelle und damit auch die Streuwahrscheinlichkeiten unterschiedlich.
Es ist sinnvoll, für jeden Quellpixel im Zuge einer 3-D Unterteilung auf der Basis des
entsprechenden Magnetfelds die Streuwahrscheinlichkeiten separat zu berechnen. Hier
ergibt sich wiederum die Fragestellung des Unterteilungsgrades, speziell für die longitu-
dinalen Elemente der 10 m langen WGTS. Eine große Pixelanzahl, z.B. 1000 Elemente
mit einer Breite von 1 cm pro Pixel, führt zu einem zu großen Rechenaufwand. Dies gilt
insbesondere im Hinblick einer weiteren Aufteilung jedes dieser 1000 Elemente in ra-
dialer und azimutaler Richtung entsprechend der 148 Pixel des Detektors. Andererseits
erfordert eine hohe Genauigkeit bei der Bestimmung der Streuwahrscheinlichkeiten eine
hinreichende longitudinale Unterteilung.
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Abbildung 3.16: mittlere Streuwahrscheinlichkeit P0 für verschiedene longitu-
dinale Unterteilungen. P0 nähert sich für immer feiner werdende Unterteilung der
WGTS dem von J. Kaspar berechneten Wert < P0 >= 0, 413339 an.
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Abb. 3.16 zeigt, wie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron die WGTS ungestreut
verlässt, von der Feinheit der longitudinalen Unterteilung abhängt. Wie zu erwarten
war, ist eine Unterteilung in nur 10 Scheiben ungenügend. Es empfiehlt sich, mit einer
großen Anzahl an Scheiben (z.B. 1000) die Berechnungen zu beginnen, und dann mit
einem geeigneten Algorithmus die Anzahl auf 10 Scheiben zu reduzieren, ohne an Ge-
nauigkeit der Pi zu verlieren.
Im für diese Arbeit erstellten Programm wurde eine neue Methode entwickelt, die dieses

”Rebinning“ durchführt. Für eine große anfängliche Anzahl an Quellpixeln werden die
Streuwahrscheinlichkeiten hinreichend genau berechnet. Danach werden mehrere Pixel
zusammenfasst, für die dann die Antwortfunktion (siehe Abb. 3.13b) und das integrierte
Spektrum berechnet werden kann. Tab. 3.2 zeigt, dass bei diesem Vorgang die mittle-
ren Streuwahrscheinlichkeiten nicht an Genauigkeit verlieren. Für diese Berechnungen
wurde ein konstantes Magnetfeld angenommen und die Dichteverteilung mit Hilfe der
Interpolationsformel (Gl. 3.28) so skaliert, dass die Säulendichte exakt ρd = 5 ·1017 cm2

beträgt. Wenn mehr Dezimalen beachtet werden, ergibt sich mit < P0 >= 0, 413339
genau die von J. Kaspar für diese Quellparameter berechnete mittlere Streuwahrschein-
lichkeit P0 [59]. Im Gegensatz dazu verdeutlicht Tab. 3.3, dass eine direkte Unterteilung
in nur 10 longitudinale Quellpixel zu Ungenauigkeiten führt. Auch hier wurde die Säu-
lendichte explizit auf ρd = 5 · 1017 cm2 normiert, um die Ergebnisse vergleichen zu
können. Ohne diese Normierung würden die Ergebnisse stärker abweichen, da bei der
Unterteilung in nur 10 Quellpixel das Dichteprofil nur unzureichend genau berücksich-
tigt wird und in einer 0,5% Abweichung der Säulendichte resultiert.

Tabelle 3.2: P0 für Rebinning von
1000 Quellpixeln auf 10

i P0 ρd [cm−2]

1 0,1249 1, 654 · 1016

2 0,1401 3, 818 · 1016

3 0,1697 5, 329 · 1016

4 0,2179 6, 564 · 1016

5 0,2941 7, 635 · 1016

6 0,4062 7, 635 · 1016

7 0,5487 6, 564 · 1016

8 0,7067 5, 329 · 1016

9 0,8589 3, 818 · 1016

10 0,9652 1, 654 · 1016

< P0 >= 0, 4133 ρdges = 5 · 1017

Tabelle 3.3: P0 für direkte Untertei-
lung in 10 Quellpixel

i P0 ρd [cm−2]

1 0,1251 1, 738 · 1016

2 0,1404 3, 818 · 1016

3 0,1699 5, 311 · 1016

4 0,2177 6, 535 · 1016

5 0,2930 7, 598 · 1016

6 0,4041 7, 598 · 1016

7 0,5457 6, 535 · 1016

8 0,7028 5, 311 · 1016

9 0,8548 3, 818 · 1016

10 0,9633 1, 738 · 1016

< P0 >= 0, 4123 ρdges = 5 · 1017
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3.6 Weiteres Vorgehen

Mit den bisher im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Schritten zu einer besseren
Beschreibung der Quelle ist die präzise Modellierung der WGTS noch nicht abgeschlos-
sen. Die hier erarbeiteten Konzepte bilden einen guten Ausgangspunkt für zukünftige
Simulationen. Nachfolgend sollen einige Skizzen für das zukünftige Vorgehen und die
Verwendung des im Rahmen dieser Arbeit erstellten Programmpakets diskutiert wer-
den.

Alle entwickelten Funktionen werden im Programmpaket Source Spectrum Calculations
(SSC) zusammengefasst, um die Routinen kollaborationsweit zur Verfügung zu stellen.
Mit dem Code können Quellspektren berechnet und dabei die Parameter der Quelle
(Anhang A.1) beliebig geändert werden. Hierzu wird SSC in die KATRIN Library KALI
eingebunden werden.
Eine erste externe Verwendung von SSC wurde mit dem Programm KATRIN Spectrum
Optimization Package KSOP von W. Käfer [60] getestet. KSOP soll unter anderem
die Messzeitverteilung für eine optimale Neutrinomassenbestimmung generieren unter
Verwendung eines eigenen Fitalgorithmus. In diesem Rahmen wird eine große Anzahl
integrierter Spektren mit verschiedenen Parameterkombinationen (E0,m

2
ν) benötigt,

die durch das SSC-Paket bereitgestellt werden.

Im Hinblick auf die Systematik der Quelle ist es entscheidend, die Auswirkungen von
Schwankungen der verschiedenen Quellparameter auf die integrierten Spektren mit Hilfe
von SSC zu ermitteln. Das integrierte Spektrum wird hierzu für eine festgelegte Neutri-
nomasse und einen zu untersuchenden Quellparameter, der abweichend vom Standard-
wert gesetzt wird, für 104 Messphasen bestimmt. Mit einem Fitalgorithmus wird dann
unter Annahme des Nominalwerts des Quellparameters die Neutrinomasse bestimmt.
Dabei wird der Effekt des untersuchten Parameters als systematische Verschiebung des
wahrscheinlichsten Werts für die Neutrinomasse sichtbar. Solche Berechnungen können
mit SSC für wesentlich mehr Quellparameter als bei den bisherigen Analysen durchge-
führt werden.

Im Rahmen der Erstellung von SSC wurden zahlreiche neue Prozesse implementiert,
z.B. die Dopplerverbreiterung. Eine Verschmierung des Spektrums ist möglich, erfor-
dert jedoch einen großen Rechenaufwand, insbesondere wenn für jede Position in der
Quelle die unterschiedlichen Geschwindigkeiten berücksichtigt werden sollen. Für die
zukünftigen Berechnungen werden diese Routinen optimiert.
Auch bei der Unterteilung der Quelle in radialer und azimutaler Richtung wurden neue
Methoden zur besseren WGTS-Modellierung entwickelt. Hier wird für die Zukunft eine
Schnittstelle zu den Programmen von F. Sharipov et al., die in FORTRAN geschrieben
sind, erstellt werden. Auch die Berücksichtigung eines den aktuellen Messwerten ange-
passten longitudinalen Temperaturprofils mit seinen Einflüssen auf die Dichteverteilung
kann dann direkt mit SSC verknüpft werden.

Geplante Erweiterungen des hier erstellten Quellmodells umfassen z.B. Prozesse, bei
denen sich Tritiummoleküle an der WGTS-Wand ablagern. Da dieser Vorgang Einfluss
auf das Quellpotential haben kann, muss jedem Quellbereich ein eigenes Potential zu-
weisbar sein. Die Elektronen aus verschiedenen Bereichen der WGTS erfahren dann
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unterschiedliche Potentialdifferenzen zwischen Emissionsort und Analysierebene, d.h.
ihre Transmissionsfunktionen unterscheiden sich. Dies ist besonders im Hinblick auf ei-
ne Gesamtsimulation von KATRIN interessant, da auch Schwankungen des Potentials
in der Analysierebene genau vermessen werden sollen.

Langfristig können die Konzepte und Funktionen aus SSC in idealer Weise für Monte-
Carlo-Simulationen verwendet werden. Hierfür sind dann Emissionsort, -winkel und
Energie einzelner Elektronen gemäß den hier beschriebenen Verteilungsfunktionen zu
generieren, so dass der gesamte Weg zum Spektrometer mit allen Stößen und Energie-
verlusten simuliert werden kann.
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4. Diskussion von berechneten

integrierten Spektren

Mit den in Kapitel 3 diskutierten Parametern und Konzepten lassen sich integrierte
Spektren des KATRIN Experiments berechnen (siehe Kap. 4.1). Um zu ermitteln, wie
stark die verschiedenen Quellparameter die integrierten Spektren beeinflussen, wird
jeweils der zu untersuchende Quellparameter variiert und das resultierende Spektrum
berechnet. Da sich im Normalfall die beobachteten Raten nur sehr wenig ändern, wird
zur Visualisierung der spektralen Modifikation idealerweise der Quotient der Raten
der integrierten Spektren aufgetragen. Hierzu wird in den Abbildungen dieses Kapitels
jeweils das integrierte Spektrum N mit den Standardparametern durch das Spektrum
N ′ mit variiertem Parameter dividiert.
Als Ausgangspunkt wird zunächst der Einfluss der Neutrinomasse (Kap. 4.2) nahe dem
Endpunkt betrachtet. Diese ”Referenzspektren“ werden später mit den Effekten der
Quellparameter verglichen (Kap. 4.3-4.5).

4.1 Integriertes Spektrum

Das für diese Arbeit entwickelte Programm SSC bindet alle zuvor erklärten Konzepte
ein. Unter Berücksichtigung der eingestellten Quellparameter wird das erwartete inte-
grierte Spektrum berechnet. Für die in Anhang A.1 aufgelisteten Standardparameter
ist in Abb. 4.1 das integrierte Spektrum gezeigt.

Die Übereinstimmung der hier ermittelten Raten mit bisherigen Berechnungen wurde
mit dem Programm simulation.c von F. Glück überprüft [61]. In Tab. 4.1 sind die
Raten der beiden Programme gegenübergestellt. Hierbei ist zu beachten, dass SSC so
angepasst wurde, um die gleichen Voraussetzungen wie simulation.c zu gewährleisten:

• Es wird nur ein Endzustand des Tochterkerns 3HeT+ mit Ef = 1, 7 eV verwen-
det. Die von SSC eigentlich verwendete vollständige Beschreibung der Final State
Distribution wird in Kap. 3.2.3 diskutiert.

• Die Berechnungen werden für ein konstantes Magnetfeld mit BS = 3, 6 T durch-
geführt. Im Vergleich zum Magnetfeldprofil in Abb. 3.6 führt dies zum einen
zu Unterschieden in der beobachtbaren Anzahl der Tritiummoleküle, da sich je
nach Quellmagnetfeld unterschiedlich viele Moleküle innerhalb des magnetischen
Flussschlauchs befinden. Andererseits beeinflusst das Quellmagnetfeld den maxi-
malen Öffnungswinkel θmax, damit die Streuwahrscheinlichkeiten und letztlich das
integrierte Spektrum.
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Abbildung 4.1: Integriertes Betaspektrum, berechnet mit SSC. Hierzu wurde die
Quelle longitudinal in 10 Quellpixel unterteilt, jedem Pixel seine physikalischen Größen
zugeordnet, die Beiträge zum integrierten Spektrum einzeln berechnet und am Ende
über alle Quellpixel summiert. Als Quellparameter wurden die Werte in Anhang A.1
verwendet.

Zwischen den beiden Programmen bestehen geringfügige Unterschiede:

• Es werden unterschiedliche numerische bzw. analytische Integrationsroutinen ver-
wendet.

• In simulation.c wird eine vereinfachte Antwortfunktion verwendet, die nur den
Anteil der ungestreuten Elektronen P0 verwendet, wohingegen SSC auch Elektro-
nen berücksichtigt, die ein- oder mehrmals inelastisch gestreut und damit Energie
verloren haben.

• In SSC wird die Quelle in kleine Volumina zerlegt und für jeden Quellbereich
werden die Streuwahrscheinlichkeiten berechnet. In simulation.c wird ein mittlerer
Wert für P0 verwendet.

Die Raten der beiden Berechnungen unterscheiden sich in den letzten 10 eV unterhalb
des Endpunkts um maximal 1,5%. Der Effekt der vollständigen Responsefunktion in
SSC wird bei den Raten für einen Abstand größer als 10 eV vom Endpunkt sichtbar, da
bei diesen Spannungen auch Elektronen den Detektor erreichen, die einmal inelastisch
gestreut und daher mindestens 10 eV Energie verloren haben.

Außerdem wurden die berechneten Raten von K. Eitel [62] zum Vergleich verwendet.
In diesen Rechnungen wurde eine korrekte Beschreibung der Final State Distribution1,

1Ältere Berechnungen der FSD [47] im Vergleich zu den in SSC verwendeten [50].
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Tabelle 4.1: Vergleich der Raten des integrierten Spektrums unter Annahme
einer konstanten Untergrundrate Γb = 0, 01 Hz mit älteren Berechnungen: a)
F. Glück [61], b) K. Eitel [62]

simulation.c SSC

E0 − qU [eV] Rate [Hz] Rate [Hz]

1 0,01 0,01
2 0,010002 0,010002
3 0,0108 0,0107
4 0,0166 0,0163
5 0,0335 0,0330
10 0,4940 0,4947
15 2,133 2,147
20 5,703 5,806
25 11,96 12,49

K. Eitel SSC

E0 − qU [eV] Rate [Hz] Rate [Hz]

10 0,50 0,48
15 2,15 2,15
20 5,84 5,85
25 12,61 12,62
30 23,68 23,61
35 40,3 40,2
40 64,2 63,9
50 140,9 140,1

der Streuwahrscheinlichkeiten und der Antwortfunktion verwendet. Im Gegensatz zur
Standardberechnung mit SSC wurden hier ein konstantes Magnetfeld und damit ein
fester maximaler Öffnungswinkel θmax = 50, 7◦ angenommen und keine Strahlungskor-
rekturen berücksichtigt. Für den Vergleich mit den Raten von SSC wurde Tab. 4.1b
unter gleichen Eingabeparametern erstellt.

Die verhältnismäßig große Abweichung der Raten bei 10 eV ist rundungsbedingt. Die
restlichen Raten stimmen bis auf wenige Promille überein, die maximale Abweichung
beträgt 0,6% bei 50 eV. SSC kann somit mit Hilfe der Unterteilung der Quelle und der
dadurch ermöglichten Berechnung der Einzelspektren der kleinen Quellvolumina das
integrierte Spektrum der älteren Rechnungen mit ihren vereinfachten Quellbeschrei-
bungen reproduzieren.

4.2 Neutrinomasse

Als erster Ausgangspunkt für komplexere Analysen wird der Einfluss einer nicht ver-
schwindenden Neutrinomasse auf das integrierte Spektrum bestimmt. Hierzu werden der
Endpunkt E0 und alle sonstigen Parameter festgehalten. Für dieses Szenario unterschei-
den sich die differentiellen Spektren (siehe Abb. 1.4) im Verlauf nahe des Endpunkts.
Diese spektralen Modifikationen werden in analoger Weise in Abb. 4.2 ersichtlich, wenn
man Quotienten der integrierten Spektren mit mν = 0 eV und mit m′ν > 0 eV betrach-
tet. In den ersten 1,5 eV unterhalb des eingestellten Endpunkts E0 = 18575 eV sind
die Raten praktisch identisch und unabhängig von der Neutrinomasse. Aufgrund des
Energieshifts durch die Final State Distribution gibt es nur wenige Elektronen in die-
sem höchstenergetischen Bereich, die Rate ist sehr gering. In diesem Bereich dominiert
die Untergrundrate, die für die Berechnungen als Γb = 10 mHz entsprechend dem De-
signwert des Experiments angenommen wurde. Erst bei kleineren Spannungen sind die
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kinematisch bedingten Unterschiede der Spektren erkennbar. 4 eV unterhalb des End-
punkts unterscheiden sich die Spektren am deutlichsten, hier liegt die Signal- zu Unter-
grundrate bei 2:1. Für noch niedrigere Spannungen steigen die Raten dann schnell an,
so dass Unterschiede der Spektren kaum noch sichtbar sind. In diesem Bereich werden
die Einflüsse der Neutrinomasse durch die zunehmend relativistischen Neutrinoimpulse
schwächer. Die Quotienten nähern sich wieder dem Wert 1. Für eine Neutrinomasse
von 0,1 eV unterscheiden sich die integrierten Spektren um maximal 0,15% (siehe auch
Abb. 4.4).
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Abbildung 4.2: Einfluss einer nichtverschwindenden Neutrinomasse mν auf
das integrierte Betaspektrum. Die Raten wurden für mν = 0, 1; 0, 3 und 0, 5 eV
berechnet und dann relativ zur Rate mit mν = 0, 0 eV aufgetragen. Je größer mν ist,
desto stärker unterscheiden sich die Spektren knapp unterhalb des Endpunkts E0 =
18575 eV.

4.3 Final State Distribution und Tritiumreinheit

Beim Zerfall von molekularem Tritium verbleibt ein Teil der Übergangsenergie beim
Tochtermolekül 3HeT+ (Kap. 3.2.3). In 57% der Fälle - beim Übergang zum elektro-
nischen Grundzustand - verbleiben im Mittel 1,7 eV in den Rotations- und Vibrati-
onszuständen des Tochtermoleküls und fehlen damit dem Elektron. Um den Einfluss
der Final State Distribution auf das integrierte Spektrum zu untersuchen, wurden zum
einen die Raten unter Berücksichtigung der vollständigen FSD und zum anderen die
Raten bei nur einem einzelnen Endzustand mit Ef = 1, 7 eV berechnet. Da sich die
Raten nur wenig unterscheiden, wird ihr Quotient in Abb. 4.3 gezeigt. Zum Vergleich
ist der Effekt einer Neutrinomasse mν = 0, 3 eV eingezeichnet. Es wird deutlich, dass
im Bereich, in dem die Neutrinomasse die integrierten Spektren bemerkbar beeinflusst,
die FSD ähnliche bemerkbare Effekte hervorruft. Die FSD muss daher sehr präzise in
die Analyse eingehen.
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Abbildung 4.3: Einfluss der FSD auf das integrierte Spektrum. Aufgetragen ist in
rot der Quotient der Raten des integrierten Spektrums N für die Verwendung der FSD
und der Raten N ′ für die Verwendung genau eines Endzustands mit Ef = 1, 7 eV. Eine
Neutrinomasse von 0,3 eV würde im Vergleich zum Spektrum mit 0,0 eV den Quotienten
in blau verursachen.
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Abbildung 4.4: Einfluss der Tritiumreinheit auf das integrierte Spektrum. Die
schwarze Kurve zeigt den Einfluss von mν = 0, 1 eV auf das integrierte Spektrum. Die
rote Kurve vergleicht εTrit = 95% mit ε′Trit = 90%. Die Raten wurden zuvor durch
entsprechendes εTrit dividiert, um die unterschiedlichen Quellaktivitäten zu berücksich-
tigen. Sichtbar ist dann der geringe Einfluss der Tritiumreinheit aufgrund der verschie-
denen Final State Distributions. Da die Aktivität der Quelle jedoch von der Anzahl der
Tritiumatome in der Quelle abhängt, muss die Tritiumreinheit genau gemessen werden.
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Mit der Implementierung von unterschiedlichen Final State Distributions für die Zer-
fälle von T2 und DT lässt sich untersuchen, welchen Einfluss die Tritiumreinheit εTrit

besitzt. Der Standardwert mit εTrit = 0, 95 wird nun mit einem wesentlich geringeren
Wert2 ε′Trit = 0, 90 verglichen. Der Quotient der integrierten Spektren ist in Abb. 4.4
gezeigt. Dabei ist zu beachten, dass die unterschiedlichen Aktivitäten der Quelle be-
rücksichtigt werden müssen. Bei einer höheren Tritiumreinheit befinden sich bei gleich-
bleibendem Dichteprofil mehr Tritiummoleküle in der Quelle, womit sich mehr Zerfälle
und damit auch eine größere Rate am Detektor ergibt. Die Raten wurden deshalb durch
die entsprechende Tritiumreinheit dividiert und damit normiert.

4.4 Quellmagnetfeld

Der Einfluss des Magnetfelds der WGTS auf die Betaspektren wurde ebenfalls unter-
sucht. Dazu wurden die integrierten Spektren für das vorgegebene Magnetfeldprofil in
Abb. 3.6 und für eine Abweichung des gesamten Profils um -2% berechnet und wie-
derum der Quotient der Spektren in Abb. 4.5 aufgetragen. Eine Verringerung des Ma-
gnetfelds vergrößert den magnetischen Flussschlauch und führt damit zu einer höheren
Rate am Detektor. Dies ist für niedrige Spannungen zu erkennen, da sich dort die Spek-
tren um einen konstanten Faktor unterscheiden, nämlich genau dem Unterschied in der
Tritiummolekülanzahl. Eine Schwankung des Quellmagnetfelds ist natürlich immer im
Zusammenhang mit der Stabilität des Magnetfelds in der Analysierebene BA zu sehen.
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Abbildung 4.5: Einfluss der Quellmagnetfeldstärke auf das integrierte Spek-
trum. Die rote Kurve zeigt den Einfluss einer Verringerung des Quellmagnetfelds um
2%. Die schwarze Kurve ist die Referenzkurve für mν = 0, 1 eV.

4.5 Magnetfeld in der Analysierebene

Auch für Größen, die nicht direkt zu den Quellparametern gehören, kann man die
Effekte auf das integrierte Spektrum untersuchen. Als Beispiel wird der Einfluss des

2Diese Reinheit entspricht einem Verhältnis von 80% T2 zu 20% DT.
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Magnetfelds in der Analysierebene BA betrachtet. BA ist in den Standardanalysen ein
fester Parameter, der die Energieauflösung des Spektrometers (siehe Gl. 2.1) und damit
die Breite der Transmissionsfunktion bestimmt. Wird BA verändert, ändert sich das
gemessene integrierte Spektrum. In Abb. 4.6 wurde BA um +1% erhöht. Der Effekt ist
im Vergleich zu einer Neutrinomasse mν = 0, 1 eV gezeigt. Dabei ist zu beachten, dass
sich - wie bei einer Änderung des Quellmagnetfelds BS - der beobachtete Teil der Quelle
ändert. Mit BA verringert sich der magnetische Fluss (Gl. 2.2) und damit die Anzahl
der Tritiummoleküle, deren emittierte Elektronen auf den Detektor gelangen können.
Deshalb wurden die Spektren zuvor auf eine einheitliche Anzahl Tritiummoleküle im
Flussschlauch renormiert.
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Abbildung 4.6: Einfluss des Magnetfelds in der Analysierebene auf das inte-
grierte Spektrum. Eine nicht berücksichtigte Erhöhung der Magnetfeldstärke in der
Analysierebene um 1% auf B′A = 3, 03 · 10−4 T resultiert im rot eingezeichneten Quo-
tienten, der den Vergleich zur Standardkonfiguration mit BA = 3 · 10−4 T zeigt. Als
Referenzkurve ist wieder der Einfluss von mν = 0, 1 eV eingezeichnet.

4.6 Einfluss auf Systematik

Aus den Untersuchungen verschiedener Quellparameter in diesem Kapitel lassen sich
zunächst noch keine Aussagen über die systematischen Effekte bei der Neutrinomassen-
analyse treffen. Es lassen sich jedoch erste Abschätzungen machen, wie stark die unter-
schiedlichen Quellparameter die integrierten Spektren beeinflussen, die von KATRIN
gemessen und dann analysiert werden. Es wird deutlich, dass die spektralen Effekte
von einzelnen Quellparametern denen einer nichtverschwindenden Neutrinomasse ähn-
lich sind und somit bei einer Nichtberücksichtigung deutliche systematische Effekte
hervorrufen können. Zum einen werden dadurch die bisherigen strengen Anforderungen
an die Stabilität und Genauigkeit der Quellparameter (siehe Tab. 2.1) bestätigt, ande-
rerseits müssen die systematischen Effekte der Quellparameter noch genauer untersucht
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werden. Das Programm Source Spectrum Calculation ermöglicht in diesem Zusammen-
hang, die Quellparameter separat zu variieren und dann die integrierten Spektren zu
berechnen. Mit anderen zum Teil schon vorhandenen Programmen (z.B. KSOP [60])
kann dann die systematische Verschiebung der Neutrinomasse in der Analyse bestimmt
werden, unter der Voraussetzung, dass die Variation des Quellparameters nicht be-
rücksichtigt würde. Durch SSC sind solche Untersuchungen für eine wesentlich größere
Anzahl Quellparameter als bisher möglich.



5. Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Programm entwickelt, um integrierte KATRIN-
Messspektren unter der detaillierten Einbeziehung von zahlreichen Eigenschaften der
Tritiumquelle zu berechnen.

In einem ersten Schritt wurde die Beschreibung des differentiellen Spektrums mit sei-
nen Modifikation wie den Strahlungskorrekturen implementiert. Ein Schwerpunkt lag
hierbei auf der Einbeziehung der zum Teil neu berechneten Final State Distributions
von 3HeT+ und 3HeD+ und deren Gewichtung für unterschiedliche Tritiumreinhei-
ten. Dadurch konnten die Auswirkungen von Variationen der Tritiumreinheit auf die
Messspektren untersucht werden.

In der zweiten Stufe wurden Modelle der Quellparameter wie Magnetkonfiguration,
Temperatur- und Dichteprofil implementiert. Diese Profile, die teilweise parallel zu die-
ser Arbeit entwickelt wurden, wie z.B. das Geschwindigkeitsprofil der Tritiummoleküle,
ermöglichen nun eine detaillierte Beschreibung der Quelle.

Da die einzelnen Modelle der Quellparameter immer detaillierter und abhängig von
den lokalen Bedingungen werden, wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Unterteilung
der Quelle in viele kleine Volumina entwickelt. Dabei können alle innerhalb der Quel-
le variierenden Parameter bei der Berechnung der integrierten Spektren berücksichtigt
werden. Es wurden die programmtechnischen Bedingungen geschaffen, um eine solche
3-D-Quellunterteilung möglichst flexibel durchzuführen. Die longitudinale Unterteilung
der 10 m langen WGTS ermöglicht die Verwendung oben genannter Profile der Quellpa-
rameter. Durch eine weitere radiale und azimutale Unterteilung können nun beispiels-
weise Temperatur- und Dichteinhomogenitäten innerhalb eines Strahlrohrquerschnitts
untersucht werden.

Einen wichtigen Bestandteil dieser Arbeit bildete die Untersuchung und Implementie-
rung der durch die Molekülbewegungen innerhalb der WGTS hervorgerufenen Dopp-
lerverbreiterung des Spektrums. Auf der Basis berechneter Nettogeschwindigkeiten der
Moleküle im Strahlrohr wurde ein Geschwindigkeitsprofil erstellt, das von der Position
(z, r) in der Quelle abhängt. Für jeden Ort in der Quelle lässt sich so die Dopplerver-
schmierung der Energie der Elektronen berechnen, die in eng begrenzten Quellbereichen
entstehen.

Außerdem wurden die Transmissionfunktion und die weiteren Spektrometereigenschaf-
ten mit geeigneten Methoden implementiert, um integrierte Spektren zu erzeugen. Da-
durch konnten die Raten des berechneten integrierten Spektrums mit bisherigen Be-
rechnungen verglichen werden. Dabei zeigten sich Abweichungen von bis zu 1,5%, die
sich durch verschiedene Vereinfachungen der alten Berechnungen und unterschiedlicher
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Integrationsroutinen erklären lassen (siehe Kap. 4.1). Diese Abweichungen sind in Re-
lation zu den sehr kleinen Neutrinomasseneffekten nicht vernachlässigbar.

Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit wurden nach der Implementierung aller Quell-
parameter systematische Berechnungen durchgeführt, um den Einfluss der Variation
einzelner Quellparameter auf die integrierten KATRIN-Messspektren zu untersuchen.
Die Effekte einer nichtverschwindenden Neutrinomasse zeigten sich wie erwartet am
deutlichsten in den letzten 5 eV unterhalb des Endpunkts. Weiterhin wurde der Einfluss
der Final State Distribution untersucht. Wird diese Verteilung in einer groben Verein-
fachung durch einen mittleren Endzustand approximiert, ergeben sich einer nichtver-
schwindenden Neutrinomasse sehr ähnliche Effekte. Bei der Analyse von Schwankungen
der Tritiumreinheit zeigte sich bei einer verhältnismäßig großen Änderung um 5% ein
erkennbarer und zu berücksichtigender Effekt auf das integrierte Spektrum. Auch die
Implikation von unerkannten Schwankungen der Magnetfelder BS in der Quelle und BA
in der Spektrometer-Analysierebene wurden untersucht. Ihr Einfluss auf das Spektrum
ist bei einer nicht berücksichtigten Änderung um 1% im Vergleich zu einer Neutrino-
masse von 0,1 eV sehr ausgeprägt.

Darüber hinaus wurden erste Anstrengungen unternommen, um die implementierten
Methoden zur Erzeugung einer Vielzahl simulierter Messspektren zu verwenden, die
dann von anderen Programmen analysiert werden können. Dabei werden die systemati-
schen Effekte einzelner Quellparameter auf die Neutrinomasse analysiert und aufgezeigt.

Die vorliegende Arbeit stellt mit einem erstmals implementierten realistischen Quell-
modell mit allen Quellparametern einen wichtigen Schritt in Richtung einer Gesamt-
simulation des KATRIN Experiments dar. Dabei werden dann einzelne Elektronen in
der Quelle erzeugt und ihr Weg durch die Transportstrecke und die Spektrometer bis
hin zum Detektor simuliert. Die in dieser Arbeit entwickelten Konzepte, insbesondere
die Einbindung des Temperatur- und Dichteprofils, sind bei der Bewertung von Test-
messungen mit dem WGTS-Demonstrator, der eigentlichen WGTS später, sowie der
Transportelemente DPS2-F und CPS zukünftig von großer Wichtigkeit.

Es sei an dieser Stelle nochmals hervorgehoben, dass bei allen bisherigen Tritiumexpe-
rimenten die mit der Quelle assoziierten systematischen Fehler dominant waren. Dies
ist ein ausschlaggebender Grund dafür, dass die WGTS des KATRIN Experiments sehr
genau modelliert werden muss. Die Systematik der Quelle hat auch bei KATRIN den
größten Einfluss auf die Neutrinomassenbestimmung. Deshalb ist ein genaues Verständ-
nis der Einflüsse aller Quellparameter, die die Tritiumquelle und damit das Spektrum
der Quelle definieren, unerlässlich.



A. Anhang

A.1 Eingabeparameter

Die Standardparameter aus [4], die für die Berechnungen in dieser Arbeit verwendet
wurden, sind in Tab. A.1 angegeben. Außerdem wird die Final State Distribution [49, 50]
für alle Berechnungen verwendet (siehe Kap. 3.2.3). Die verwendeten Werte des Ma-
gnetfelds in der WGTS werden vom Programm magfield3 von F. Glück berechnet [51].
Die Quelle wird standardmäßig nur entlang der Quellachse in zunächst 1000 1 cm große
Quellbereiche unterteilt. Dann werden für jeden Quellbereich die Streuwahrscheinlich-
keiten der Elektronen ausgerechnet. Anschließend werden jeweils 100 Pixel zu einem
neuen Quellbereich zusammengefasst. Für jeden dieser 10 resultierenden Pixel werden
dann alle weiteren Berechnungen durchgeführt.

Tabelle A.1: Quellparameter und ihre Standardwerte
Länge des Strahlrohrs L = 10 m
innerer Radius des Strahlrohrs R = 4, 5 cm
Säulendichte ρd = 5 · 1017 cm−2

Temperatur T = 30 K
Temperaturgradient (longitudinal) ∆T = 0, 0 K
Tritiumreinheit εTrit = 0, 95
Magnetfeld in der Analysierebene BA = 3 · 10−4 T
maximales Magnetfeld Bmax = 6, 0 T
Endpunkt E0 = 18575 eV
Neutrinomasse mν = 0, 0 eV
Untergrundrate Γb = 10 mHz
Detektoreffizienz εDet = 0, 9

Die Dopplerverbreiterung wird aus Gründen der Rechenzeit, wenn nicht explizit ange-
geben, nicht berücksichtigt. Ebenso wird zunächst von radialen und azimutalen Inho-
mogenitäten abgesehen.
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A.2 Auszug aus dem Quellcode

In Abb. A.1 wird die Klassenstruktur gezeigt, durch die die Quelle dargestellt wird.
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Abbildung A.1: Klassenstruktur der Quellpixel in der WGTS
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Bei einem Programmaufruf von SSC (siehe Anhang. A.3) wird durch die Funktion
InitilalizeSlices() nicht nur die longitudinale Unterteilung der WGTS in die als
Eingabeparameter definierte Anzahl an Scheiben durchgeführt, sondern auch gleich
ein ausreichender Speicherplatz reserviert, um eine radiale und azimutale Unterteilung
durchzuführen. Die Variablen, durch die ein Quellbereich beschrieben wird, befinden
sich alle in der Klasse Segment. Um auf einen bestimmten Parameter eines Quellpi-
xels, zum Beispiel die Säulendichte, zuzugreifen, verwendet man im Falle des zuvor
initialisierten Objekts slice** bin

bin[i]->GetRing(j)->GetSegment(k)->GetColumndensity()

mit den Koordinaten i für die longitudinale Unterteilung (z.B. 0 bis 9), j für die ra-
diale Unterteilung (z.B. 0 bis 12) und k für die azimutale Unterteilung (z.B. 0 bis 11).
Auch bei einer nur 1-dimensionalen Unterteilung werden alle Parameter im Objekt der
Klasse segment gespeichert. Es werden dann nur 1 Ring und 1 Segment erzeugt, auf
die mit GetRing(0)->GetSegment(0) zugegriffen werden kann. Ähnliches gilt für eine
2-dimensionale Unterteilung.

A.3 Programmablauf

Im folgenden ist der typische Programmablauf bei der Verwendung von SSC dargestellt.
Dieses Schema soll nur die einzelnen Schritte verdeutlichen. Für die einzelnen Schrit-
te wird ein Oberbegriff stellvertretend für die eigentlich aufgerufenen Funktionen im
Programm verwendet.

LeseEingabeparameter();

InitialisierePixel(nbins, nrings, npixels);

SetzeQuellparameter();

BerechneStreuwahrscheinlichkeiten();

Rebin();

InitialisiereFinalStates();

Schleife über alle Quellpixel: IntegriertesSpektrum();

Zunächst werden die Eingabeparameter - normalerweise aus der Datei input.txt im ak-
tuellen Verzeichnis - eingelesen. Hier werden unter anderem die Quellparameter aus Tab.
A.1 vom Benutzer definiert. Es wird festgelegt, ob die Quelle 1-, 2- oder 3-dimensional
unterteilt wird und für wie viele Scheiben, Ringe und Segmente die Berechnungen durch-
geführt werden sollen.
Durch InitialisierePixel() werden die einzelnen Quellpixel erstellt. Zunächst wer-
den nbins Scheiben erstellt, von denen jede in nrings Ringe unterteilt wird. Jeder Ring
wird dann nochmals in npixels Pixel unterteilt.
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SetzeQuellparameter() ordnet jedem Quellpixel seine geometrischen und physikali-
schen Eigenschaften zu. Hier können z.B. verschiedene longitudinale Unterteilungen
implementiert werden; Standard ist hierbei eine äquidistante Unterteilung. Für eine ra-
diale oder azimutale Unterteilung kann mit Hilfe der Magnetfelder am Detektor und an
der gewünschten Pixelposition die Größe der Quellpixel berechnet werden (siehe Kap.
3.4). Wenn die Geometrie der Quellpixel bekannt ist, können die physikalischen Para-
meter wie Temperatur, Magnetfeld, Dichte usw. gesetzt werden.
Für die jeden Quellpixel können dann die für ihn geltenden Streuwahrscheinlichkeiten
berechnet werden. Dies geschieht normalerweise für eine große Anzahl an Quellpixeln
(z.B. 1000).
Um spätere Rechnungen zu verkürzen, können an dieser Stelle dann mittels Rebin()
mehrere benachbarte Quellpixel in longitudinaler Richtung zusammengefasst werden,
ohne an Genauigkeit in den Streuwahrscheinlichkeiten einzubüßen. Die Anzahl der lon-
gitudinalen Pixel reduziert sich dann auf typischerweise 10, so dass z.B. mit jeweils 13
Ringen und jeweils 12 Segmenten eine überschaubare Anzahl an Quellpixeln erreicht
wird, für die später die integrierten Spektren berechnet werden können.
Nachdem die Quellpixel erstellt wurden, kann die Final State Distribution eingelesen
werden. Damit ist das differentielle Spektrum für die Berechnungen verfügbar.
Zur Berechnung des integrierten Spektrums muss dann nacheinander der Beitrag je-
des Quellpixels entsprechend seiner physikalischen Parameter berechnet werden. Zum
Schluss wird über alle Quellpixel summiert, um das integrierte Spektrum am Detektor
zu erhalten.

Für genauere Informationen zum Programmablauf und zu einzelnen Funktion wird auf
die Dokumentation zum Programmpaket SSC [63] verwiesen.
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